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Ein!Ührung in die Theorie des ionosphärischen Reflexionsfaktors 

fÜr Langwellen 

Zusammenfassung, 

Nach einer eingehenden Erläuterung des Begriffes der ebenen, inhomogenen 
Welle sowie des Wel,lenpaares wird die Theorie des Reflexionfaktors zunächst 
fÜr isotrope, dann fÜr anisotrope Modelle der tiefen Ionosphäre entwickelt. 
Anhand homogener, isotroper Modelle wird der Zusammenhang zwischen der Ober
flächen-Admittanz bzw. -Impedanz und der Einfallswinkel-Abhängigkeit des 
Reflexionsfaktors diskutiert. Die hierbei ent;ickelte Formulierung wird auf 
die Reflexionsfaktorberechnung fÜr isotrope, inhomogene Modelle angewendet, 
wobei fÜr die numerische Berechnung der Oberflächenadmittanz bzw. -Impedanz 
an der Ionosphären-Untergrenze drei verschiedene Verfahren beschrieben werden. 
Nach ausfÜhrlicher Diskussion der Ausbreitungsmoden ebener Wellen im homoge
nen, anisotropen Plasma werden die zuvor eingefÜhrten Begriffe anhand homo
gener, anisotroper Ionosphärenmodelle erweitert. Anstelle der Oberfli:i.chen
Admittanz bzw. -Impedanz tritt die sog. "L-Matrix", anstelle des Reflexions
faktors die Reflexionsmatrix, in _der Reflexions- und Konversionsfaktoren ver
einigt sind. Zur Berechnung de.r L-Matrix an der Untergrenze anisotroper, in
homogener Ionosphärenmodelle werden, in enger Analogie zur Berechnung isotro
per Modelle, drei numerische Verfahren beschrieben. Abschließend wird anhand_ 
gerechneter Beispiele der Einfluß des geomagnetischen Ortes, der Ausbreitu~gs
richtung, der Frequenz sowie versc_hiedener Parameter aeronomischer Ionospha
ienmodelle auf die Elemente der Reflexionsmatrix aufgezeigto 

Abst:iract: 

After an introduction of the concept of solving Maxwell's equations in homo
geneous media by pairs of plane, i~homogeneous Waves, the theory of the re
fl~ction coeffic~ent is developed, first for isotropic, then for anisotropic 
models of the lower ionosphere~ For homogeneous, isotropic modele it is 
shown that the surface-admittance· or _ -impedance respectively plays an impor
tant role for understanding the .relation between the reflection ooefficient 
and the angl~ °..! in~~<I,~n?e• For numerically computing this quanti ty for 
the lower boundary of inhomogeneous 1 isotropic models, three different me
thods are descri:bed. After discussion of the propagation modes of plane wa-
ves in the anisotropic plasma, the previously introduced concepts are genera
lized, first for homogeneous, anisotropic models. The surface-admittance or 
-impedance is replaced by the so called "L-Matrix", the reflection coefficient 
by the reflection matrix which combines Teflection- and conversion-coeffici
ents. For numerically computing . t .he L-MatJrix of the lower boundary of aniso
tropic, inhomogeneous modele, again three methods are described in close ana
logy to the computation fo~ isötropic ~odels. Finally, numerical exemples 
are given showing the influence o-f the geomagnetic latitude, the propagation 
azimuth, the frequency and ,Öf different parameters . of aeronomic modele of the 
lower ionosphere upon the ~eflection matrix elements. 
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Vorwort ~==a=-=• 

Experimentelle und theoretische Arbeiten auf dem Gebiet der Längstwellenausbreitung
bilden seit nunmehr über 15 Jahren einen wichtigen Bestandteil der Forschungsarbeiten in 
der Abteilung Hochfrequenztechnik des Heinrich-Hertz-Instituts. In den frühen sechziger 
Jahren konnten weithin beachtete Beiträge zur Interpretation von Feldstärke- und Phase=es
sungen mit Hilfe aeronomischer Modelle den,tiefen Ionosphäre geleistet werden. Eine zu
sammenfassende Darstellung dieser Arbeiten wurde. in einer Monographie von Volland (1968) 
vorgelegt. Späterhin verlagerte sich das Interesse von der Ausbreitungstheorie zur prak
tischen Anwendung der Längstwellen-Meßtechnik bei der globalen Lokalisierung von Gewitter
zentren auf Grund von Atmosphe1·ics-Ileobachtungen (Heydt et al., 1967, Harth, 1973). Als 
weiteres Arbeitsgebiet ergab sich aus der Zusammenarbeit mit Meteorologen die Nahblitz
Lokalisierung mit Hilfe von Einfallsrichtungs~ und Phasenmessungen im Bereich extrem nie
driger Frequenzen (Heydt, 1974). Daneben wurden jedoch auch reine Ausbreitungsmessungen 
weitergeführt, um neue Beobachtungsgrößen erweitert und technisch den Erfordernissen der 
elektronischen Datenverarbeitung angepaßt (Frisius, Heydt und Raupach, 1971). 

Angesichts dieser Erweiterung und Vervollkommnung des verfügbaren Beobachtungsmateri-
als erwies sich eine Heubesinnung auf die theoretische Grundlagenarbeit der früheren Jahre 
als notwendig. Die Frage nach den Einflüssen verschiedenener aeronomischer Parameter auf 
die Ausbreitung i.n verschiedenen Frequenzbereichen bedarf vollstfuldigerer Antworten, als 
sie dem Schrifttum zu entnehmen sind, obwohl die Literatur zu diesem Thema einen inzwischen 
schwer überschaubaren Um.fang angenommen hat, Das gilt i.nsbesondere für das verbindende Glied 
zwischen der Aeronomie und der Wellenausbreitung, nämlich die. Theorie des ionosphärischen 
Reflexionsfaktors. Die Verständnisschwierigkeiten, die sich dem Eindringen in dies'e spezi
elle Materie erfahrungsgemäß immer.wieder entgegenstellen, gaben den Anlaß zur Niederschrift 
dieses Manuskriptes. 

Rei.n formal gesehen handelt es sich bei der Reflexionsfaktorberechnung um die Integration 
ei.nes Differentialgleichungssystems, das sich in wenigen Zeilen ableiten läßt. Diese Behand
lung des Problems nimmt im vorliegenden Manuskript nur einige Seiten des letzten Kapitels 
in Anspruch. Sie läßt jedoch dns Bedürfnis des ITaturwissenschaftlers, die Ergebnisse seiner 
Berechnungen physikalisch interpretieren zu können, weitgehend außer acht. Darum liegt das 
Schwergewicht dieser Darstellung auf der physikalisch-anschaulichen Begründung einiger aus
gewählter Verfahren der Reflexionsfaktor-Berechnung. 

Den Ausgangspunkt dieser Darstellung bildet die Einführung des physikalischen Grundbe
griffes der ebenen, inhomogenen Welle. Das Verständnis dieses Begriffes wird .dem Anfänger 
dadurch erschwert, daß hierfür zwei verschiedene forma1e Beschreibungen in der Literatur 
nebeneinander verwendet werden: Zum einen durch einen komplexen Wellenvektor, zum anderen 
mit Hilfe einer komplexen Brechzahl und eines (i.A. ebenfalls komplexen) Wellennormalvek
tors. Beide Konzepte werden eingehend dargestellt. Der Wellennormalvektor wird, durch Einfüh
rung zweier weiterer Einheitsvektoren zu einem rechtshändigen, welleneigenen Koordinatensy
stem ergänzt. Solche Systeme dienen dazu, den aus den Maxwell-Gleichungen folgenden Ver
knüpfungen zwischen dem Wellennormalvektor, den Feldvektoren und den Materialeigenschaften 
die einfachstmögliche Form zu geben. Außerdem sind sie unentbehrlich, um die Polarisati
onen des E- und H-Vektors, die vor allem in der Ionosphäre ei.ne so wichtige Rolle spielen, 
definieren und berechnen zu können. Im isotropen Medium kann man eine der Koordi.natenebenen 
des welleneigenen Systems mit der Ausbreitungsebene zusru:unenfalleu lassen. In der Ionosphäre 
dagegen wird eine "Bezugsebene" des welleneigenen Koordinatensystems durch den Wellennor
malvektor und durch die Richtung des Erdmagnetfeldes bestimmt. 

Ein nächster Schritt besteht in der Zusammenfassung auf- und abwärts laufender Wellen zu 
"Wellenpaaren". Mit diesem Begriff wird eine Analogie zu Strom- und Spannungsverteilungen auf' 
homogenen Leitungsstücken eingefilhrt, Da der gesuchte Reflexionsfaktor ei.n Verhältnis zwi
schen charakteristischen Amplitudenwerten auf- und absteigender Wellen ist, wäre es über
flüssiger Aufwand, diese Amplituden einzeln zu berechnen. Um das zu vermeiden, werden auch 
die Randbedingungen mit Hilfe von Verhältnissen zwischen horizontalen Vektorkooi·dinaten for
muliert. Diese Verhältnisse können_ als Analogie zu Widerständen bzw. Leitwerten i.n der Lei-
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·cungstheorie verstanden werden. Durch geeignete Auswahl der horizontalen Vektorkoordinaten, 
charakteristischen Amplituden und ihrer Anordnung in Spaltenschreibweise wird eine einheit
liche Darstelltingsweise erreicht, die sowohl den eini'achsten Fall der Reflexion an isotro
pen homogenen Ionosphärenmodellen als auch den kompliziertesten anisotroper, inhomogener 
Io.nosphärenmodelle um!aßt. 

Einige Bemerkungen zur Nomenklatur erscheinen angebracht ... Es wurde versucht, Bedeutungs
überschneidungen zuvermeiden, die innere Einheit der Gedankeni'ührung aucli äußerlich sicht
bar werden zu lassen und hierbei möglichst wenig gegen die DIN-Normen und die Gebräuche in 
der einschlägigen Literatur zu verstoßen. In folgenden Einzelheiten weicht das Manuskript 
vom Gewohnten ab: , (vgl. das am Ende der Arbeit angefügte Nomenklaturverzeichnis) 
1. Wegen des notorischen Mangels an Buchstaben werden teilweise sehr ausfübrliche Indizes 

benutzt, vor allem für seltener auftauchende Größen. _ 
2. Aus dem gleichen Grunde wurden für die welleneigenen Koordinatenöysteme bildhafte Sym

bole als Indizes gewählt: Der.'.Index - ♦ wurde für de·n Wellennormalvektor gewä.hl.t, d.ie 
Indizes .1. und-. haben die Bedeutung "senkrecht zur Bezugsebene", die Indizes" und„ 
"parallel zur Bezugsebene und senkrecht zum Wellennormalvektor". Die Zeichen f und ~ 
bedeuten "linkazirkular" bzw. "rechtszirkular", mit den (hochgestellten) Zeichen + 
und <l, werden auf- bzw. abwärtslau.fende Wellen bezeichnet. Die Koordinatensymbole x, 
y und _z ändern im ganzen Text nirgends ihre durch die Erdober.fläche und die Ausbreitungs
richtung vorgegebene Bedeutung, 

3. Es wurde zwischen Vektoren einerseits, Spalten. und Zeilen andererseits ausdrücklich 
unterschieden. Die Gründe dafür sind an anderer Stelle ausfübrlich dargelegt (Frisius, 
1973). Der Gebrauch des ungewöhnlichen Zeichens 1 für den Einheitsvektor ~öge damit 
entschuldigt werden, daß es sich ungemein bequem auf der Schreibmaschine tippen läßt 
und schlechterdings keinerlei Verwechselung zuläßt, 

4-. Komplexe Zahlen werden nur da besonders kenntlich gemacht, wo es der textliche Zusam
menhang erfordert oder wo Verwechselungsmöglichkeiten ausgeschlossen werden müssen. 
Hier muß entschuldigend auf eine Inkonsequenz hingewiesen werden: Zum Teil wird ein 
hochgestellter Index c verwendet (insbesondere für die komplexe Brechzahl und für die 
- durch die Vah.--uu.T'lwellenzahl ,k

0 
geteilte - z..;.Koordinate des komplexen Wellenvektors), 

für einige andere Größen hingegen die ·durch die DIN-Norm festgelegte Unterstreichung 
(insbesondere für die karteskhen .Koordinaten des Wellenvektors~. Der Grund hierfür 
war die ursprüngliche Absicht, die Unterstreichung zum Symbolisieren von Spalten und 
Zeilen zu verwenden, was für ein Maschinenskript sehr bequem und in englischsprachigen 
Texten weit verbreitet ist. Die nachträgliche vollständige Umstellung des Textes h~tte 
nur mit untragbarem Zeitaufwand für das Neutippen zahlreicher Formeln bewerkstelligt 
werden können. 

5. Die Symbole für Ve·ktorkoordinaten, Verhältnisse zwischen Vektorkoordinatent und .1'ii.r 
Elemente von '.Pransformationsmatrizen wurden von vornherein so gewählt, daß der Über
gang von der isotropen zur anisotropen Ausbreitung formal durch einf'achen Austausch 
gegen entsprechende Spalten- und Matrizensymbole dargestellt werden kann. 

Dieses Manuskript entstand im Laufe der Vorbereitung von Programmierarbeiten, die 
das Ziel haben, .ein breites Spektrum aeronomisch - ,geophysikalischer Einf'lüsse auf den 
Reflexionsfaktor am Rechner "durchzuspielen" (Frisius~ 1974-). Diese Arbeiten wurden 
ermöglicht durch finanzielle Zuwendungen teils aus Mitteln des ERF-Sondervermögenst teils· 
durch die Deutsche Forschungsgemeinschaft. Die relativ rasche Abwicklung der Programmier
und Test-Arbeiten ist dem Zugang zum Großrechenzentrum für die Wissenschaft in Berlin zu 
verdanken. 
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1.1 Allgemeine Form .. 
Die Zusammenhänge zwischen den Vektoren elektrische Feldstärke E, magnetische Feld-

+ ~ 

stärke H, Dielektrische Verschiebung D und magnetische 
~ 

Kraftflußdichte B schreiben wir 
in folgender maßsystemfreier Form (Hund, 1957): 

~ 
rot(H) 

.. 
rot(E) 

.. 
-1 dB 

= --- (1a,b) 

Die Maßsystemkonsto.nte X
0 

ist im praktischen Maßsystem gleich eins, im cgs~system 4 ctt 

(c a Lichtgeschwindigkeit im Vakuum). Mit jq bezeichnen wir den Vektor der Leitungs
stromdichte, das~ hier als Index gesetzte - Symbol q steht für elektrische Ladung. · - . ·. . ~ . . . 

Mit der räumlichen Verteilungsdichte ~q elektrischer Ladung hängt Jq über den Ladungs- · 
erhaltungssatz zusammen: 

-~ 
dt 

Der Zusammenhang zwischen t und E sowie zwischen Bund H lautet 

-+ 

➔ 
B 

(2) 

Hierin s:ind -:/+: bzw. 
dichte. 

Pu die Vektoren der dielektrischen bzw. magnetischen Polarisations-
/ 

Während durch '!q die Bewegung freier Ladungsträger beschrieben wird, erfaßt "t+: 
schiebung elastisch gebundener Ladungsträger gegen ihre Ruhelage. 

die Ver-

Zwischen den Maßsystemkonstanten 4
0

, ;u
0 

und .X
0 

besteht in allen ?11aßsystemen der 
Zusammenhang X2 

c2 . o 
.. ,?o /uo 

Im cgs-System sind +:
0 

und 1u
0 

gleich 1/4n , im praktischen Maßsystem ist festgelegt 

+: .. 
0 

x2 9 
-
__ o_ 10- A sec 

2 .. ---
/uo c 36 1r V m 

Die maßsystemfreie Schreibweise erleichtert den Übergang zwischen dem praktischen und 
dem cgs-System und damit das Studium älteren Schrifttums. Hierbei ist allerdings noch 
zu beachten, daß im cgs-System anstelle der Vektoren D und B durchweg die Vektoren 

und 

verwendet werden. 
. ➔ ·~ ➔ -+ 

Im isotropen Medium sind P 4 und E sowie Pu _ und H einander parallel, die Zusammen-
hänge (3) können mit Hilfe der Materialkon§tanten Dielektrizitätskonstante~ und 
Induktionskonstante 1u geschrieben werden: 

.. .. i 
D .. +: E •. +:r+:o 

+ 
B • (3a) 

Die physikalisch dimensionslosen Konstanten und 

wir als "relative Dielel-::trizitätskonstante" bzw. "relative Induktionskonstante". In 
allen im folgenden behandelten Situationen ist/~ • 1. An die Stelle von ~r tritt 
in anisotropen Medien die Matrix eines Tensors. 

.. ➔ ~ 
In isotropen Medien sind auch die Vektoren Eund Jq einander Parallel, 
zwischen beiden wird durch die skalare Leitfähigkeit 6"q vermittelt 

tq „ bq l 

der Zusammenhang 

(4) 

welche im anisotropen Medium ebenfalls durch einen Tensor zu ersetzen ist. 
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Die mit der ortsabhängigen Dichte ~q über d_:n Raum verteilten Ladungen bilden die 
Quellen des Vektorfeldes D, das . Vektorfeld Bist quellenfrei: 

.,, 
div(B) „ 0 (5a,b) 

In einem leitenden Medium wird jede Ladungsanhäufung innerhalb eines begrenzten Teil
volumens binnen kurzer Zeit durch Leitungsströme über den gesamten Raum verteilt. Die 
für diesen Ausgleichsvorgang typische Zeitkonstante ist die "Relaxations zeit": 

-¾-
Ist trel klein im Vergleich zu den durch unsere spezielle physikalische Aufgabestellung 
vorgegebenen Zeitspannen (Anstiegszeiten, Schwingungsdauern etc.), so darf die Gleichung 
(5a) durch die Annahme ~q ." 0 vereinfacht werden, w~s bei der theoretischen Beh~dlung der 
Wellenausbreitung durch';veg stillschweigend vorausgesetzt wird. 

1.2 Zeitfreie Form 

Wegen der Linearität der Grwidgleichungen kann ein beliebig von der Zeit abhängiges Feld 
aus harmonisch schwingenden Teilfeldern zusammengesetzt werden. 

Wird die Zeitabhängigkeit eines solchen Teilfeides durch den Zei'!;faktor ejwt erfaßt, so 
} vereinfachen sich die Grundgleichungen dadurch, daß der zeitliche Differentialoperator~ 

durch den Faktor jw ersetzt werden kann. 

Sind keinerlei zeitlich konstante Feldanteile zu .berücksichtigen, so verschwindet der .for
male Unterschied zwischen der Leitungsstromdichte Jq und der zeitlichen Ableitung der die-

-+ . 
lektrischen Polarisation P~. Damit erhalten die Grundgleichungen 1a und 1b die Form 

➔ 
rot(H) 1 .. -

X 0 

~ 
, rot(E) 

➔. -+ 
In isotropen Medien kann der Zusammenhang zwischen rot(H) und E ausgedrÜckt werden 

entweder durch eine komplexe Leitfähigkeit~: 

rot(:)~; (jwfr~o + ~4) i 
0 

.. _1_~1 
Xo q 

oder durch eine komplexe Dielektrizitätskonstante~~: 

In der Ionosphärenphysik überwiegt .die zweite Schreibweise, der wir uns daher anschließen. 

Weiterhin drÜcken wir die Maßsystemkonstante X
0 

durch Lichtgeschwindigkeit c und die 
Konstanten f

0 
und 1u

0
, die Kreisfrequenz w durch die Vakuumwellenlän~e ~o, diese 

wiederum durch die Vakuumwellenzahl k
0 

aus. Zu einer maßsystemfreien Schreibweise der 
Grundgleichungen gelangen wir schießlich durch Einbeziehung des Vakuumwellenwiderstandes Z0 : 

X-c~1u k•~ . Z0 =;!7f o o o , o Ao V~ 

Die zeit- und maßsystemfreie Schreibweise der Grundgleichungen lautet damit 

➔ ~ 
Der Vektor Z

0
H hat iri. jedem Maßsystem die gleiche physikol.ische Dimension wie E (er 

entspricht dem 7 im cgs-Schrifttum). 
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Im isotropen Medium können wir die erste dieser beiden Gleichungen weiter vereinrachen; 

rot(Z
0
U) ~ jk0 ~~ l , rot(l) -jk0 ;ur(Z0ß) 

Diese beiden Gleichungen vereinigen wir zur Wellengleichung:_ 

rot(rot(t)) = -jk0;~(rot(Z01)) .. k~ ~~ /~ 1 

Im elektrisch anisotropen Medium haben wir statt dessen 

~ 

rot(rot(E)) 

&~=ID?~~~c?~ll~~=~=~~~~~~~~~i=!~~~t~R~~~~~~!2~ 
Wir suchen oinfache Ortsfunktionen, mit deren Hilfe wir beliebig vom Ort abhängige Felder 
genauso zusammensetzen können wie beliebige Zeitfunktionen aushnrmonischen. Im Vakuum bzw. 
nichtleitenden Medium eignen sich hierfür ebene Wellen. Im leitenden Medium müssen wir 
stattdessen inhomoGene ebene Wellen ansetzen. Als allgemeinen Lösungstypus der Grundglei
chungen im isotropen, homogenen Mediun werden wir schließlich das Wellenpaar kennenlernen. 

2.1 Homop;ene 1ebene Wellen 
2.1.1 Formale Beschreibung 

In einem unendlich ,#sgedehnten, homogen mit nichtleitendem Materfal (DK ~ ~r· , IK ,. ;~) 
erfüllten Raum breite sich eine ebene Welle vorgegebener Richtung aus. Diese Ausbreitungs
richtung charakterisiseren wir durch einen Einheitsvektor, den 

Wellennormalvektor 1+ 
Dann sind die Ebenen konstanter Phase gegeben durch ihre Heosesche Normalform (f „ Ortovektor) 

➔ 
(r. !4-) · • const • s4-

Hierin hat s+ die Bedeutung einer Koordinate längs einer Achse, deren Richtung durch 14> 
gegeben ist. Der Elektrische Vektor der ebenen Welle wird damit: 

~,; 
E(r,t) 

➔ 
Hierin ist E

0 
der - im ganzen Raum konstante - Amplitudenvektor, }. die Wellenlänge und 

_'),r(~,t) die skalare Ausbreitungsfunktion der ebenen Welle. 

Als Brechzahl nc bezeichnen wir das Verhältnis der Vakuumlichtgeschwindigkeit c zur 
..,1 Ausbreitungsgeschwindigkeit vph bzw. der Wellenlänge im Medium , >- , zur Vakuumwellen

länge >-
0

• Mit k bezeichnen wir die Wellenzahl im Medium, mit k
0 

die Vakuumwellenzahl. 
Diese Größen hängen untereinander folgendermaßen zusammen: 

k Cl 
2 '??' .T 

Schließlich füb.ren wil:' noch ein den . .... 
Wellenvektor .'42 • k 1+ • 

Mit seiner Hil.fe erhält die Ausbreitungsfunktion die allgemeine Form 

➔ + 
exp(j(wt - ~-r)) 
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2.1.2 Zusa.mineril:iang zwischen den Materialkonstanten, der Ausbreitungsrichtung, den Feld
vektoren und der Ausbreitungsgeschwindigkeit 

Wenn die DK und IK eines Mediums sowie die Ausbreitungsrichtung 1i vorgegeben sind, so folgt 
... . 

a) eine Aussage über die Richtung des Amplitudenvektors E
0 

aus der Grundgleichung (5a) 

l ➔ ~ 
fr f 0 div( 0 ')>r(r,t)) • fr f 0 (~rdiv(E0 ) + E0 •grad(')>r)) 0 

Hierin ist div(l
0

) • o, da ja 'l
0 

im ganzen Raum konstant sein soll, 
. .,. -1> ➔ 

grad("-pr) • grad(exp(j(wt - ~-r))) .. -jf!"-pr 

div(E) • 1
0
.grad('),r) -j,a.E "' -j k

0 
nc 1,.t s 0 Daher: 

·In nichtleitenden, isotropen Medien steht der E-vekto1· senkrecht auf dem Wellennormalvektor. 

b) eine Aussage über die Richtung des H-vektors aus der Grundgleichung (1b) .. ~ 
rot(E) • rot(E

0 
upr(r,t)) 

➔ ➔ 
• "'Pr rot(E0 ) - E0xgrad(upr) 

➔ ➔ 
-Eo>< (-j .-tz'),r) 

4 ➔ ➔ 
-j42>< E .. -jk

0
;~(Z

0
H) 

Der H-vektor steht senkrecht auf dem E-vektor und auf dem Wellenvektor 

c) eine Aussage über die Ausbreitungsgeschwindigkeit vph und damit über die Brechzahl nc 
aus der Wellengleichung · 

.-+ ➔ ➔ ➔ ➔ ➔ ➔ ~ ➔ .-,. 22➔ 2 C 2 ➔ 2 ➔ 
rot(rot(E)) "'-42)<(-tt.><E) a (-tl.i!)l: - ('1f•E)1!- .. ·"""E =k

0
(n) E •k

0
tr/urE 

sodaß 

Wir ersehen aus den obigen Umformungen, daß im Falle der ebenen Welle die Anwendung des 
(vektoriellen) Nablaoperators reduziert wird auf die innere bzw. äußere Multiplikation 

➔ 
mit dem Vektor -j-4i2 • Die Grundgleichungen erhalten für ebene \'lellen die Form 

➔ ➔ 
-j~ >< (Z H) 

0 

2.1.3 Welleneigone Koordinatensysteme 

➔ 
rot(E) 

In der Ionosphärenphysik wird durch die Senkrechte zur Erdoberfläche eine Vorzugsrichtung 
vorgegeben, welche wj.r mit der z-Achse eines kartesischen Koordinatensystems identifizieren. 
Damit wird die x,y-Ebene Tangentialebene zur Erdoberfläche. Geben wir weiterhin die ·Rich
tung des Wellennormalvektors 14- vor, so ist durch diese und die z-Achse die Orientierung 
der Ausbreitungsebene bestimmt. Wir wiihlen die x-Achse so, daß die z,x-Ebene mit der 
Ausbreitungsebene zusammenfällt. Damit halten wir uns an die von Budden (1961) verwendete 
Schreibweise. 

Das x,y,z-System ist . zwar unentbehrlich, um die Ausbreitungsrichtung mit Hilfe von 
Richtungscosinus überhaupt festlegen zu können. Für eine einzelne Welle jedoch liefert 
es nicht die einfachst-mögliche Beschreibung der im vorigen Abschnitt abgeleiteten Bezie-

-+ ➔ 

hungen zwischen E, H und 1+ . Aus diesem Grunde finden wir in der Lehrbuch-Literatur 
häufig die Ausbreitungsrichtung mit einer der drei Koordinatenachsen identifiziert. 
Das steht uns hier nicht mehr frei, da wir die z-Achse prinzipiell nicht mit einer an
deren als der angegebenen Bedeutung belegen wollen. Statt dessen werden wir welleneige
ne Kc,ordinatensysteme verwenden, welche eine r;ewisse ji.hnlichkeit IJit den Bnhn-Koordina
tenzystemen der Punkt-Mechanik haben. Der Wellennormalvektor 1q.. entspricht in dieser 



2 - 3 

Analogie dem zur Teilchenbahn tangentiellen Einheitsvektor, die Ausbreitungsebene der 
Scbmiegeebene. Einen - zum Binormalvektor analogen - Einheitsvektor 1L senkrecht zur 
AuobreitUD.Gsebene gewinnen wir aus 1~ und dem Einheitsvektor in z-Richtung, 1z, 
folgendermaßen: 

1z~ !+ - /1 - C1z•1+)2 

gleich dem s.inus des Heigungswinkels o4 zwischen 1z und 1~ ist. 

Einen dritten, zur Ausbreitungsebene parallelen Einheitsvektor (entsprechend dem Nor
malenvektor einer Teilchenbahn) gewinnen wir schließlich durch 

!,. a 1L)( 14- · 

In der Reihenfolge ( 111 , 1 L , 1.q. ) bilden die Einheitsvektoren d<'s Vl~lleneigenen Systems 
ein rechtshändiges Koordinatensystem, gehen also aus dem Koordinatensystem (1x, 1y, 1z) 
durch Drehung (ohne Spiegel:mg!) hervor. Für ihre Richtungscosinus fübren wir folgende 
Abkürzungen ein: 

cos(04') = (1z•t4 ) .. C sin(O~) • S , 

und erhalten für den Übergang vom x,y,z-System zum welleneigenen System (Bild 2.1) 

( : : \ - (: : -: ) · ( :; \ 
1~ ) S O C tz J 

Das System (1.,, 1 L, 1 ifi. ) wurde so gewählt, daß es 
mit dem x,y,z-System zusammenfällt, wenn 1t • tz, 
d.h. wenn die Welle senkrecht aufsteigt. 

Bild 2.1: 

Einheitsvek
toren des 
welleneigenen 
Koordinaten
systems 

2.1.4 Zusammensetzung der ebenen Welle aus TM- und TE-Anteil .,.. 
Im welleneißenen Koordinatensystem hat der Wellenvektor« nur eine Komponente. in 14--Rich-
tung. Für den E- und H-vektor einer ebenen Welle erhalten wir die allgemeine Darstellung 

t. (t„E 11+ 1.LEJ. + 14-E4-) ej~, 
➔ .. 

( te • ,..,t -12 •r) 

mit der wir in die Grundgleichungen (in der Form Abschn. 2.1.2, Ende) eingehen (wobei 
die Ausbreitungofunktion upr ca exp(j'e) hier nicht mitgeschrieben wird) : i „ k

0
nc 14 

Die Komponenten von 1 und z
0
l in 1t -Richtung sind· demzufolge Null, die Vektorkoordinate 

Z
0

H., . hängt nur mit der Vektorkoordinaten E.L , d.ie Koordinate E" nur mit Z
0

H.1. zusammen: 

nC _&_· /C 
·"Z' ~r nc · 

E" • -- Z H.L • Z0 H.L , Z0 H., .. - (-E.1,) • -- (-E.L) 
~c o nc nc /~ 

r 

Das Feld einer ebenen, elektromagnetischen Welle läßt sich also durch zwei, voneinander 
unabhängige Anteile beschreiben: 

Eine TM-Welle, deren H-vektor senkrecht und deren E-vektor parallel zur Ausbreitungsebene liegt, 

Eine TE-Vlelle, deren E-vektor senkre.cht und deren H-vektor parallel zur Ausbreitungsebene liegt. 
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Der E-Vektor der TM-i'lelle zeigt in +1n-Richtung, wenn ihr H~vektor in +1.1.-Richtung zeigt, 

Der H-vektor der TE-Welle zeigt in +1 ;,-Richtung, wenn ihr E-vektor in -1.L-Richtung zeigt. 

Das Verhältnis zwischen dem TM- und dem TE-Anteil einer ebenen Welle wird beschrieben 
durch ihre 

Wellenpolarisation PE • 

welche ein Verhältnis darstellt, also vom Vektor der dielektrischen Polarisation 1~ wohl 
unterschieden werden muß! PE verschwindet im Falle einer reinen TM-Welle und geht gegen 
unendlich im Falle einer reinen TE-Welle. 

2.2 Inhomogene, ebene Welleµ 

In leitenden Medien ist die Ausbreit'llilg stets mit einer Dämpfung verbunden. Von einer 
homogenen Welle sprechen wir dann, wenn der Gradient des Amplitudenbetrages dem Wellen
normalvektor parallel ist, wenn also die Eb_nenen konstanter Amplitude parallel zu den 
Ebenen konstanter Phase liegen. In einer inhomogenen, ebenen Welle ist das nicht mehr 
~er Fall. Wir werden im nächsten Kapitel sehen, daß schon die einfachsten Randwertal,l.f
baben ohne diesen WellentYJ) nicht zu lösen sind (vgl. auch Pohl, 1948, § 90). 

2.2.1 Formale Beschreibung t1it dem komplexen \'lellenvektor 

Wir bezeichnen den Einheitsvektor senkrecht zu den Eb_enen konsta.nt_er .Phase mit 1ph , 

den Einheitsvektor senkrecht zu den Ebenen konstanter Amplitude mit 1at 

(Phasen-Normale bzw. Dämpfungsnormale). 

Damit lautet die Beschreibung der inhomogenen, ebenen Welle 
➔ 

➔ ➔ r• 1at 2 ~ 
E(r,t) • E

0
exp(- s;::;;-) exp(j(wt - A'fl. (r•1ph))) 

Hierin ist sat die Länge einer zu tat parallelen Strecke, längs derer der Amplitudenbe
trag um den Faktor e abnimmt. 

Die Vektoren 1 · - 1-
at sat 

und 1ph \ '1l. ziehen-wir zusammen zu einem 

~c komplexen Wellenvektor '-t<-

und erhalten eine Darstellung der inhomogenen, ebenen Welle, die formal mit der der 
ebenen Welle übereinstimmt: 

2.2.2 Zusammenhänge zwischen den Materialkonstanten, den Feldvektoren und dem 
komplexen Wellenvektor 

2.2.2.1 Folgerungen aus den Grundgleichungen 

Die Leitfähigkeitsverluste iI:l Medium werden formal durch die 

- ~re 
r + 

~ 
j....:.g__ 

~o w 

komplexe (relative) DK er!aßt: 

Wie in Abichnitt 2.1.2 kann man zeigen, daß die Anwendung des vektoriellen Nabla-Operators 
.tür die inhomogene ebene Welle auf eine innere bzw. äußere Multiplikation mit dem kom
plexen Wellenvektor zurückgefilhrt werden kann. 

1 
i: 
1 

' 
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Damit könne~ wir, analog zu Abschn. 2.1.2 , Beziehungen zwischen dem E-, H- und Wellen
vektor ableiten: 

a) Eine .Aussage 
-+ 

div(D) • 

.. . ➔, . ➔ 
uber die Richtungsbeziehung zwischen.di und E !olgt 

➔ 7, -> 
div(~~ 40 E) • 4~ 40 (-j-11-c•E) • 0 

aus 

Der E-vektor ist. orthogonal zum komplexen Wellenvektor. Diese .formale . Orthogon~lität . 
dar.f jedoch nicht, wie in 2.1.2, ein.fach dahingehend interpretiert werden, daß E senk
recht au.f ;Jl steht. Vielmehr .folgt aus die~er Beziehung, daß auch t" aus einem Real-
und einem Imaginärteil zusammengesetzt ist, die einander nicht parallel zu sein brauchen • 

.... 
b) Eine Aussage über die Richtung von H .folgt aus 

~ -+ ~c ➔ 
div(B) • div(;ur;u0 H) • /ur;u0 (-j-f(. "H). o und 

~ 
rot(E) a 

. ~c-+ 
-j-it XE • 

~ -+ 
Der H-vektor ist orthogonal zu~c und zu E , wobei auch hier die Orthogonalität nicht 
ein.fach im Sinne geometrischen Senkrechtstehens interpretiert werden darf. 

c) Eine Aussage über den Zusammenhang zwischen den Materialkonstanten und dem Wellenvek~ 
tor .folgt aus der Wellengleichung 

. ... 
rot(rot(E)) • 

ausgeschrieben: 

Besonders bemerkenswert an der letzten Aussage ist, daß der Imaginärteil des Wellenvektors, 
1at/sat, auch dann von Null verschieden sein kann, wenn das Medium nicht leitfähig ist! 
Dann jedoch muß das skalare Produkt aus 1at und . 1ph verschwinden: 

1 
Im Nichtleiter bzw. Vakuum gibt es, neben homogenen, ungedämp.ften Wellen, inhomo
gene Wellen, bei denen die Dämp.fungsnormale senkrecht au.f der Phasennormalen steht. 

Der Typ der "senkrecht gedämpften Welle" spielt eine entscheidende Rolle für das physika
lische Verständnis der Integraldarstellungen be:aiiebiger Wellenfelder (s. z.B. Sommerfeld, 
1947 , Stratton, 1941, Clemmow, 1966).. Er taucht .ferner au.f bd. der Totalreflexion 
(Pohl, 1948) und im Innern von Wellenleitern ( "evanescent modes", Budden, 1962). 

2.2.2.2 Komplexe Brechzahl und komplexer Wellennormalvektor 

Eine weitere Darstellung der inhomogenen ebenen Welle ergibt sich daraus, daß die 
Darstellung des Wellenvektora als Produkt aus Vakuumwellenzahl, Brechzahl und Wellennor
malvektor (s. Abschn. 2.1.1) .formal auf den komplexen Wellenvektor ausgedehnt wird 
(Clemmow, 1966): 

~c • tph 2),,.'ff - j 1at s:t • 

Einaetzen in die we;lengleichung ergibt dann 

Diese Bedingung wird er.füllt 

durch die komplexe Brechzahl nc · • nre + j nim , und 

durch einen komplexen Wellennormalvekt.or !~ .. l+e + j i~ welcher er.füllt 

- 1 



2 - 6 

Hieraus ersehen wir: Real- und Imaginärteil des komplexen Wellennormalvektors stehen 
aufeinander senkrecht. Sie sind jedoch, für sich genommen, keine Einheitsvektoren. 
Ihre Beträge verhalten sich zueinander wie cosinus-h;yperbolicus und ·sinus-hyperbolicus 
zu einem beliebigen Argument. Eine ausfilhrliche Diskussion dieses Sefohverhaltes findet 
s ich bei Clemmow (1966). 

Der Wellenvoktor hängt mit dem Wellennormalvektor folgendermaßen zusammen: 

Real- w:id Imaginärteil des Wellenvektors und des Wellennormalvektors liegen in derselben . 
Ebene. 

Der komplexe Wellennormalvektor kann demzufolge nicht mehr anschaulich. als Normalvektor 
zu den Ebenen konstanter Phase interpretiert werden. Sein Nutzen b~steht darin, daß er 
die formale Gleichbehandlung homogener und inhomogener, ebener W'eJ!len ermöglicht. 

2.2.3 Welleneigenes Koordinatensystem inhomogener Wellen 

2.2.3.1 Konstruktion der Einheitsvektoren 

Wie in 2.1.3 können wir die - geophysikalisch vorgegebene - z-Achse benutzen, um den 
komplexen Wellennormalvektor 1+ zu einem welleneigenen System komplexer Einheitsvektoren 
zu ergänzen 

/,i - (t •1c)2' z q.. 
' 

Wie 14- haben auch die beiden neuen Einheitsvektoren Real- und Imaginärteile, die aufein
ander senkrecht stehen und d":c Betrage nach nicht unbedingt eins sein müssen. Dennoch 
können wir mit ihnen formal genauso rechnen wie mit den reellen Einheitsvektoren in 2.1.;. 

2.2.3.2 Komplexe Richtungscosinus und komplexe Neigungswinkel 

Wir nehmen nun wieder an, daß die Ausbreitungsebene mit der z,x-Ebene zusammenfällt, 
daß also das gesamte Feld nicht von der Ortskoordinate y abhängen soll. Dann liegen 
die Phasennormale, Dämpfungsnormale, Real-. und Imaginärteil des komplexen Wellennormal
vektors in der z,x-Ebene ~ Dehnen wir die Komponentendarstellung des Wellennormalvektors 
im x,y,z-System formal auf den komplexen Wellennormalvektor aus (vgl~ 2.1.3) 

1; .. l~e + j it • 1x .§ + tz Q • tx s1n(2~) + 1z cos(5!+> 

so aind wir genötigt, auch für die Ricbtungsc9sinus komplexe Werte anzusetzen. Diese 
bezeichnen wir als komplexe Richtungscosinus • Wir verlangen von ·ihnen1 daß 

Diese Forderung ist dadurch zu erfüllen, daß auch für den Neigungswinkel Qi" ein kom
plexer Wert eiDgefÜhrt wird: 

Dann wird 

Q .. cos(2 +) cos(Qi8 ) cosh(Q~) - j sin(Qre) 
-ts sinh(Q:1) 

§ .. sin(2+) - sin(Qre) 
- ~ cosh(Qf) + j cos(04°) sinh(Q~) 
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Komplexe Richtungscosinus und komplexe Einfallswinkel spielen in der theoretischen 
.Behandlung der Wellenausbreitung eine große Rolle (Beispiel: Integraldarstellungen 
der Zylinderfunktionen, siehe Sommerfeld, 1947). Physikalisch bedeuten sie, wie unsere 
Einführung zeigt, nichts anderes als inhomogene, ebene Wellen. 

Der komplexe Wellennormalvektor wird nun 

f* • 1x § + 1 z ,Q • (tx sin(gre) + 1z cos(Ore)) coeh(Qim) 

+ j (1x cos(Qre) - 1z sin(Qr8
)) sinh(Qim) • 1te + j !f-

Ari dieser Dustellung sehen wir sofort, daß Real- und Imaginärteil des komplexen 
Wellennormalvektors aufeinander senkrecht stehen. Für die beiden anderen Einheitsvek
toren erhalten wir: 

1c - -1... (fz:,,<1+) • 1„ 1~ 1c :>< 1c 1 X fC t C - 1 S • J. 
§ ' • - • J. lf:" .,. ~ X - Z -

(tx cos(Ore) - 1 z 
sin(Qre)) cosh(Qim) 

-j (1x sin(Qre) + 1z cos(Qre)) sinh(Oim) 

Der Realteil von 1~ hat demzufolge die gleiche Richt'llllg wie der Imaginärteil von 1; 
der Illlaginärteil von 1~ hat die ~ntgegengesetzte Richtung wie der Realteil von i . 
Schließlich drücken wir noch den komplexen Wellenvektor mit dem komplexen Neigungs
winkel aus: 

lc • 1 2 tt' - j 1 -1... • k (nre + j nim)(i~e + j 1~) "' ko (nre + j nim)(1x.§ + 1.Q) ph ).. at s at o -r T ~ 

und setzen in die Wellengleichung ein. 

c-tc.,itc). (2 'f!)2 - ci)2 - j 
A sat · 

Nach einiger Umrechnung ergibt sich 

2 2 2 
(U) • ((nre) coslf(Qim) + (nim) sinlftoim)) 

). 

1 2 2 . 2 
(-) a ( (nim) coslftoim) + (nre) sinlf.coim)) 
sat 
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2.3 Wellenpaare 

2.3.1 Differentialgle:l.chungss:ystem 

Wir betrachten die ebene, inhomegene Welle als mathematisches Lösungselement für die 
Grundgleichungen, mit desGen Hilfe _wir beliebig komplizierte Lösungen konstruieren können. 
Auf einen immer noch sehr einfachen Lösungstyp, einer Kombination von zwei ebenen Wellen 
zu einem Wellenpaar, stoßen wir, wenn wir wieder zum x,y,z"System zurückkehren und die 
Grundgleichungen unter der einzigen Vereinfachung auf'schreiben, daß die z,x-Ebene Aua
breitungsebene sein soll, d.h.: daß die Vektorkoordinaten unseres elektromagnetischen 
Feldes nicht von der Koordinate y abhängen sollen. Die Grundgleichungen 

~ot(Z0it) m jk
0 

~~ f 

werden mit der Verein.rachung !y • 0 

- ~E:y 
dz 

In diesen Gleichungen hängt Ey nur mit Z
0
Hx und Z

0
Hz Z

0
Hy · nur mit Ex und Ez zusammen. 

Dementsprechend gruppieren -.vir die Gleichungen um zu je einem Differentialgleichungs
system für die TM-und die TE-Welle. Um die Analogie zwischen beiden möglichst weit zu 
treiben, nehmen wir die Unbequemlichkeit in Kauf, statt der Koordinate Ey immer die 
Koordinate (-Ey) zu verwenden: 

TM-Welle TE-Welle 

~(ZoHy) 
• jko ~: Ex 

Jz 

d(-E:y) 
• jkol'\.(Zo~) 

~z 

d(Z0 H:y.) C . d("Ey) 
• jko/'\.(ZOHZ) • jko -4r Ez 

~ ~x 

dEX dEZ 
• -jk0 ;'\.Z0Hy 3(Z0~) ~(ZOHZ) 

-jk0 4; (-Ey) <)z ~ dz dx 
• 

Elimination .der untersten durch die beiden darüberstehenden Zeilen führt auf' die 
Wellengleichungen 

+ 

welche wir durch Lösungen der Form 

F(x,z) • Fx(x) Fz(z) • F
0 

exp(-j~) exp("j!zz) mit 

!i + !i • !2 • k~/'\. ~; 

erfüllen können. 

r 
i 
i· 

i 
I· 

l 

r 
1 
l 
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2.3.2 Zusammensetzung der TM'- und der TE-Welle aus Wellenpaaren 

Jede der beiden Wellengleichungen hat im nichtleitenden Medium eine allgemeine 
Lösung, die aus vier Teillösungen zusammengesetzt ist: 

Zwei Wellen mit positivem~, welche in den Halbraum x > O, 
zwei Wellen mit negativem~, welche in den Halbraum x< 0 laufen. 

Je zwei Wellen mit gleichem 1Sc bilden ein Wellenpaar, jedes Wellenpaar enthält 

eine Welle mit 

eine Welle mit 

kz • + (k2 - ~ 
-✓ k2 - Jri 

welche in den Halbraum z ~ 0 1 

, welche in den Halbraum z < 0 läuft. 

Wir können uns im Rahmen dieser Ausarbeitung auf Wellenpaare beschränken, die in den 
Halbraum x . >. 0 laufen, _also 1Sc als positiv betrachten. Im leitenden Medium werde.n !i 1 

!-x: und !z komplex, w~ . .c beschränken uns auf die Betrachtung von Wellenpaaren mit· 
positivem Realteil von ~• 

Als Lösungen der 'Nellengleichungen erhalten wir nun (mit 'fx • (wt - ~)) 

ein TM-Wellenpaar und ein TE-~ellenpaar: 

Z
0
HY,. (Z

0
H!exp(-j ~ 2 - ~• z) + Z

0
H1exp(+j J!2 - ~• z)) exp(j~x) .. z014m + Z0Htu 

Durch unsere Vorzeichenwahl ergibt sich: Die Amplitude EL wird positiv gerechnet, wenn 
sie in -1y-Richtung zeigt, die Amplitude Z

0
HL dagegen, wenn sie in +1Y-Richtung zeigt. 

Diese - auf den ersten Blick wnständliche - Vereinbarung hat für spätere Rechnungen 
den Vorteil, daß in jedem Fall eine'r positiven L - Komponente eine positive x-Komponente 
entspricht. 

Aus den y-Komponenten folgen nun mittels der Differentialgleichungen des vorigen Abschnit-
tes 

E"' ) ·, - te 

Die z-Koordi.naten sind proportional den -y-Koordi.naten: Zur vollständigen Beschreibung des 
TM- bzw. TE-Wellenpaares genügen also die Koordinaten Ex und Z

0
H

7 
bzw. Z0Hx und (-Ey). 

Nun gehen wir zu einer Sch.reibweiae über, die uns den Anschluß an die Literatur über die 
Ionosphärenphysik erleichtert. Wir .identifizieren !-x und !z als die x- und z-Vektorkoordi
naten des komplexen Wellenvektors, schreiben. diesen (vgl. Abscbn. 2.2.2.2) als Produkt aus 
Vakuumwellenzahl, komplexer ~rechzahl u.nd komplexem Wellennormalvektor und erhalten 

• !x • ko nc .2 !z • ± J!2 - ~ .. ±ko /;~ -t~ (nc)2.22' • ±ko nc Q. 

Damit wird 

mit 

"' f 
- k

0
nc(.§ x + Q z))), Ef- 1' -: k

0
nc(§ x + Q. z))) ZoHtm • Z

0
H.1,exp(j(wt -ELexp(j(wz te 

Z H„ z
0
ntexp(j(wt + Eiexp(j(wt - k nc(S X - z))), - k nc(S x - C z))) .. C Ete .. o tm 0 - 0 - -

i1 ,, 
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2.3.3 Matrixschreibweise, Horizontnl:..Komponentenverhältnis, Reflexionskoeffizient 

Wir können unser Wellenpaar vollständig beschreiben 

entweder durch die vier Feldvektor-Betr~ge Z0H!m' Z0Htm' Et~' E[8 

oder durch die vier Horizontal-Koordinaten ~, Z0 HY , _ Z0Hx, (".'Ey) 

Die im vorigen Abschnitt abgeleiteten Zusammenhänge schJ.'eiben wir übersichtlich in 
Matrizen.form 

( 

Ex )· (n:t -n::i\ ( ZoHt) ( ZOHX • (~ - n:~) . (Eta\ 
Z 0"'7 1 1 ' Z 0 atm} -";, 1 1 •f e J 

Umgekehrt: 

Um das Verhältnis zv.rischen der y~ und der x-Koordinate eines Wellenpaares zu beschreiben, 
bedienen wir uns des "Horizontalkomponenten-Yerhältnisses" 

Physikalisch hat Ltm die Bed"?utung einer normierten Admittanz, Lte die einer normierten 
Impedanz. Die Ausdrucksweise dieser Ausarbeitung geht zurück auf Volland (1968, pg. 46 ff). 

Das Verhältnis zwischen der auf- und der absteigenden Welle einE:ts Wellenpaares wird be
schrieben durch den "Reflexionskoeffizienten" 

Z0Htm 
Rtm • zontm 

Aus den obenstehenden Gleichungen ergibt sich sofort der Zusammenhang zwischen 
Horizontalkomponenten-Verhältnis 

n° C 
--f'-Ltm-1 
.fr . 

~ • n° c 
,40- Ltm + 1 
r 

und Reflexionskoeffizient : 

n° C --= Lte 
l"'r 

1 

+ 1 

Ist Ltm in irgendeiner Höhe.gegeben, oo folgt daraus das Verhältnis ¾m' das gleiche 
gilt für Lte und ¾e• Dieser Zusammenhang bildet den Ausgangspunkt für die Bestimmung 
von Reflexionsfaktoren. 

Die unmständliche Kennzeichnung komplexer GrBßen durch hochgestellten Index c bzw. 
durch Unterstreichung fällt im weiteren Verlauf des Textes fort. Alle Wellenvektor
koordinaten, Richtungscosinus, Einheitsvektoren, Reflexionskoeffizienten, Horizontal
komponentenverhö.ltnisse usf. sind i.A. komplex, ohne daß hierauf ausdrücklich aufmerk
sam gemacht wird. Eine Ausnahme bildet das Sj'lllbol für den Brechungsindex, nc., dem 
das Komplcx-Sj'lllbol immer angefügt wird, um. Verwechselungen mit der ganzzahligen 
Variablen n zu vermeiden. 
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Wir lassen jetzt die vereinfachende Vorstellung fallen, daß der gesamte Raum homogen 
mit einem Medium konstanter DK und IK erfüllt sei. In Wirklich-keit sind die Dielektri
zchen Parameter der Ionosphäre komplizierte Funktionen der Höhe und des geographischen 
Ortes. Die letztere Abhängigkeit müssen wir in diesem Zusammenhang ignorieren, um über
haupt zu einigermaßen übersehbaren Rechnungen zu gelangen. Die Abhängigkeit v·on der 
Höhe suchen wir durch einfache Modellfunktionen anzunähern. 

3.1 Dielektrische Konstanten eina- homogenen, fsotropen Modellionosphäre 

Im einfachsten Modell, welches für die Begriffsbildung unentbehrlich ist, springt in der 
"Reflexionshöhe" h der Wert der Elektronendichte N81 von Null auf eine endliche Größe. 
Die Reibungsverluste der Elektronenbewegung erfassen wir durch eine - ebenfalls höhen
unabhängige - Stoßfrequenz ',)c (Index c steht für "collision"). Ein harmonisch schwin
gendes, elektrisches Feld ~(t) bewirkt dann eine ebenfalls harmonisch schwingende Ver
rückung 1(t) des Elektrons gegen seine Ruhelage 

t(t) 'l ejwt t(t) • 't ~jwt • 
0 0 

Aus der Bewegungsgleichung des einzelnen Elektrons (Ladung qel' Masse me1 ) 

~ d°t o_ 1E - m 1 v - • 
'"B e c dt 

folgt die Darstellung der dielektrischen Polarisation 

Hieraus folgt die dielektrische Verschiebung und die relative DK: 

.. 
D a 

Hierin wird zur Abkürzung eingeführt die Plasmafreguenz "'N mittels 

2 
Nel4el 

sodaB 2 
c.,N 

1 • 1re + j 1im. 1 _ 
-;;r 1&12 1 2 

1 N . Vc wN 
-a---;r-~r ~r ~r .. -~ \J 2 

1 - ~~ w 1 + (~) w w 
C&I "' 

1 

'\l 2 
1 + (~) 

w 

Die IK dieses Ionosphärenmodells ist gleich eins, wird jedoch, der physikalischen Über
sichtlichkeit halber, stets in der Yorm ;'¼ ausdrücklich hingeschrieben. 

Die folgenden, in der Io~osphärenphysik :eingeführten Abkürzungen gehen auf Appleton zurück 
(Budden, 1961). Man bezeichnet 

X -
und erhält für die DK den einfachen Ausdruck 

X 
1 - ;Jz 

X 
1 - u 

1 _ : j 'Je• 1 - jZ • U 
C&I 



. Im praktischen Maßsystem berechnen wir den Zusammenhang zwischen Nel und wN 
folgendermaßen: 

2 
w2 • Nel4el. u 0 2 4el 

N 1 · / o m81 
4el Nel 

~omel 

3.2 Berechn:png des Reflexions- und Durchlaß!aktors 

3.2.1 Ansatz 

Wir verlegen die x,y-Ebene in die Trennebene (vorher als z = h bezeichnet) zwischen 
Vakuum und homogen-isotroper Modellionosphäre.Unterhalb der Trennebene z = 0 ist demnach 
'"r =/ur„ 1 , ~r"' O. Ein Sender, den wir uns weit unterhalb der Trennebene denken, 
erzeugt eine Kugelwelle; die Wellenfronten nähern wir in der U~,ebung der Trennebene. 
durch Ebenen an , deren Normalvektor 1+

0 
gegen die z-Achse um dP.n Winkel 0~

0 
geneigt 

ist. Wir bezeichnen (vgl. Bild ;.1) 
cos(0~

0
) • C0 

und setzen unterhalb z „ 0 an 

ein TM-Wellenpaar 

• 1Y(Z0n!0 exp(~jk0 C0 z) + . . 
z

0
nt

0
exp(+jk

0
C

0
z)) exp(j Cfxo) 

und 

-
ein TE-Wellenpaar 

• -\.(--EY) .. -1:y-CE!eo + E:eo) 

. " • -1y<EJ.
0
exp(-jk

0
C

0
z;) + 

E!
0

exp(+jk
0

C
0
z)) exp(j«.f>x0 ) 

Die Zusammenhänge zwischen Horizontal--Koordinaten und Feldvektor-Beträgen werden 

Oberhalb z • 0 ist nur eine aufsteigende Welle zu erwarten. Ihr Wellennormalvektor ist 
gegen die z-Achse um den Winkel O+ geneigt, !ür die Richtungscosinus cos(O,iJ .und sin(O,t.) 
schreiben wir abgekürzt C und S (wie in 2.3.3) und gelangen oberhP.lb z „ 0 zu folgendem 
Ansatz: 

1 . , . C ( . 
• . y Z0 HJ. exp(-jk

0
n C z) exp jll' x) 

t 
• -1 Et Y e 

wobei <ex • (wt - k0 n°s x) 



1 
1 
1 
1 

Q♦ :1t 

z 

Bild 3.1: Einheitsvektoren 
der w.elleneigenen Koordina
tensysteme der einfallenden ,. 

(Index~) Jnd der reflektier-
ten (Index -!i/ ) unterhalb der 
Ionosphäne (Index 

0
), sowie der 

aufsteigenden Welle in der 
Ionosphäre (Index t ). 



Die Horizontal-Koordinaten werden jetzt (vgl. 2~3.3) 

3.2.2 Der komplexe Wellenvektor in der Ionosphäre 

An der Trenru'.läche z • 0 müssen die Tangentialkomponenten des Wellenpaares im Vakuum und 
der aufsteigenden Welle in der Modellionosphäre stetig ineinander übergehen. Daraus 
folgt zunächst die Gleichheit der Exponenten der Ausbreitungsfunktion 

'exo • (wt ~ k
0

S
0
x) • ffx • (wt - k 0ncs x) 

Hieraus folgt das 
Brechnungsgesetz 6

0 
• ncS 

Da der Brechungsindex in der (leitfähigen) Modellionosphäre komplex ist (vgl. 2.2.2.2), 
ist d~s Brechungsgesetz mit reellem S nicht zu erfüllen: Der Wellennormalvektor in der 
Ionosphäre hat die komplexen Richtungscosinus 

s „ t C • ./i - s2' 

Zur Darstellung des komplexen Wellenvektors !Uhren wir die auf Booker zurückgehende 
Abkürzung 

• 

ein und schreiben ihn in der Form 

;G „ 1ph \n - j . 1at ~ - • ko(1r1cs + 1zncC) • ko(1xso + 1z(qre + j qim)) 
at •· 

Der Imaginärteil des komplexen Wellenvektors und damit die Dämp!:'ungsnormale zeigt senk
recht von der Trennebene hinweg in die. Ionosphäre hinein. Die Ebenen konstanter Amplitude 
liegen parallel zur ,cy-Ebene·, der Einheitsvektor senkrecht zu den Ebenen konstanter Phase 

hat die Richtungscosinus S
0 

und qre • · 

Drücken wir qc mit Hilfe der Appleton'schen Parameter aus, so erhalten wir mit/~• 1 

(qc)2 • (nc)2 _ 6~ • /~ ~r _ s~ • c1 _ ~) _ s~ • c~ _ ~ 

3.2.3 Berechnung von Reflexions- undDurcbla.ßfaktor 

lautet ausgeschrieben 

für die TM-Welle 

für die TE-Welle 

(z • +o) 
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Beide. Gleichungssysteme haben die gemeinsame Form · 
. C 

:t {T für TM-Welle 

• c. x :t ). J ex • .· a: für TE-Welle 
, y / r . 

Für 8-f.le z oberhalb der Trennebene ist das Horizontal.koordinaten-Verhältnis 

L • {

. . .fr 
. Ltma. 7 für TM-Welle 

Lt • ~ für TE-Welle e 
4
c . 

Damit ist z auch unmittelbar unterhalb der Trenne.bene bekannt und das .Verhältnis der .ab
zur aufsteigenden sowie. der ,durchgelassenen zur· aufsteigenden Welle läßt sich berechnen. 
Diese Verhältnisse werden ausgedrückt durch den · 

F~ 
Reflexionsfaktor R • (~) 

Fi (z • -0) 
und den Durchlaßfaktor D a 

Zu ihr~r Berechnung kehren wir das Gleichungssystem um 

Hieraus 

R • 

Speziell 

~ 
0 

¾in . 
~ . 

_r_ 
qc 

Co - 1 

C
0 

+ 1 

1 ·(··.+.o • 2 
-1 
7;"" 
. 0 

D • 

/'\. C - 1 
C 0 

• 1 .+ R 

.. 
,. -tO) 

1 
1 
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3.3 Diskussion des .Reflexionsfaktors 

Wir betrachten den Reflexionsfaktor in der Form 
L C

0 
- 1 

R • 

wobei für TJ.4- bzw. TE-Wellen 

✓ - eire ,im) - ·s2• ;'¼ ~r + j~r - - o 

Für metallische Leiter ist 

Für unsere Modellionosphäre dagegen 

1 
11)2 

N 

- _ _Si_ 
40 (IJ 

ist 

t 

- 11)6' 
• --

II) 

4im -~ 
1,.)2 

N - 11)2 + )12 r w 
C 

Wir interessieren uns für Wellen niedriger Frequenzen, welche in nie\-igen Höhen, also 
im Bereich großer Stoßzahlen und kleiner Elektronendichten, reflektiert werden. Dann 
darf w neben Yc vernachlässigt werden, wir erhalten näherungsweise 

2 2 
- tof>' .fre ~ 1 

wN ~ 1 tim wN . - - 7 
. - - • r t r 

w "c (J 
C 

1,.)2 
mit 11)6" - __ N_ 

Außerdem ist für die Ionosphäre;'¼ - 1 • "'c • 

Eine weitere Vereinfachung unserer Diskussion rilhrt daher, daß wir an Ausbreitungs
effekten über lange Ausbreitungswege interessiert sind. In diesen Situationen haben 
wir nahezu streifend einfallende Wellen, der cosinus C

0 
iRt sehr klein, S

0 
ist nahezu 1. 

Aus diesen Gründen können wir die wichtigsten Eigenschaften der Reflexionsfaktoren 
bereits verstehen, wenn wir s:l.e unter zwei vereinfachenden Annahmen diskutieren: 

1. Die Abhängigkeit von L vom Einfallswinkel, und damit von S
0 

wird vernach
lässigt, 

2. der Realteil_ von tr wird .gegenüber dem Imaginärteil vernachlässigt. 

Die Ionosphäre wird also wie ein metallischer Reflektor angenähert. Wir erhalten 

Lt ': - m 
1 

/1 -

/1 -

-
j 

j 

11)6" 
.1-w 

~-w 

1 

~-
II) 

1 
· 2 
so 

~ -' s2 
0 

Bei großer, ionosphärischer Leitfähigkeit ist also 

und • 



3. 3. ·1 Der TE-Re.flexionsfaktor 

Das Horizontalkomponenten-Verhältnis Lte wird durch einen Zeiger mit einem Betrag<$: 1 
abgebildet, der, unter ungefähx 45° Neigung gegen die x-Achse, in den ersten Quadranten 
zeigt (Bild 3.2). Demnach liegt der Nenner (Lteco + 1) ebenfalis' im ersten, der 
Zähler (Lteco - 1) dagegen im zweiten Quadranten. Für C

0 
„ o·ist der Zähler -1, der 

Nenner +1. Der Skizze Bild 3.2 entnehmen wir qualitativ, in welcher Weise der 
Winkel des Zählers vom Anfangswert 180° abnimmt, der Winkel des Nenners vom 
An.fa.ngswert o0 zunimmt, wenn C

0 
von 0 (Q,t.o • 90°) auf 1 (Q,;.

0 
„ o0

) anwächst. 

Je kleiner ILtel , desto weniger entfernt sich beim Ubergang von C
0 

= 0 auf C
0 

D 1 
die Winkeldi.fferenz zwischen Zähler und Nenner von ihrem Anfangswert 1ao0

, desto 
weniger entfernt sich das Verhältnis der Beträge von Zähler und Nenner von seinem 
Anfangswert 1. 

Der TE-Reflexionsfaktor läßt sich daher in allen, uns hier interessierenden Fällen 
ausgezeichnet durch eine exponentielle Näherung erfassen: wir nutzen die bekannte 
Reihenentwicklung 

1 · 3 1 5 -
2 (z +; z +; z + ••. ) 

aus, um für kleineslLtJ C
0 

näherungsweise zu schreiben 

a 

LteCo + 1 
)) ;;: -exp(-2 Lt O ) e o 

Wenn 
1 2 13<LteC

0
) \«.1 , dann darf die Reihe in der Klammer nach dem ersten Gliede abgebro-

chen werden, was in den meisten Fällen erlaubt ist. 

31 3.2 Der TM-Reflexionsfaktor 

Für TM-Wellen wird Ltm durch einen Zeiger im vierten Quadranten mit einem Betrag > 1 

dargestellt (Bild 3.3). Für C
0 

• 0 ist auch hier der Nenner +1, der Zähler -1. Bild 3.3 
zeigt, wie der Winkel des Zählers von seinem Anfangswert -180° aus·zunim:nt, der Winkel 
des Nenners von seinem Anfru::gswert o0 aus abnimmt, wenn C

0 
von o au.f 1 anwächst. Wir 

entnehmen dem Bild 3.3 weiterhin, daß hierbei 

der Betrag des Nenners monoton anwächst, 
der Betrag des Zählers dagegen ein Minimum durchläuft, wenn der Zähler-Zeiger 
se~echt auf der Geraden Ltm t - 1 (- oo -<. t < +00) steht. 

Zwischen C
0 

• O und C
0 

• 1 existiert also irgendwo ein Wert, für den der Betrag des 
TM-Reflexionsfaktors ein Minimum durchläuft. Diesen Wert können wir durch Trennung von 
Real- und Imaginärteil .finden: (D~n Index tm lassen wir bei den folgenden Ableitungen fort) 

(Lre + jLim) Co - 1 ((Lreco - -1) +. ;JLimCo)((LreCo + 1) jLrnCo) 

R • (Lre + jLim) Co+ 1 • - (Lreco + 1)2 + (Limco)2 

(\L\2 o~ - 1) + 2 ;JLimc
0 

.. ( \Ll 2 c2 + 1) + 2 Lr8 c -
0 0 

Der Detrag dieses Ausdruckes durchläuft ein Minimum, wenn der Einfallswinkel Q40 den 
Wert des .Brewster-Winkels Q'f'br, sein cosinus den entsprechenden Wert ~r durchläuft: 

-- _1_ 

ILI 

1 
1 
! 
1 
j 
' 
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C = Zähler Im Lte Nenne:rr C = 1,0 
o·, 0) 

o,o 
-1,0 -0,5 0,5 1,0 

Bild: 3.. 2: Zeigerdarstellung von Zähler und Nenne:ir· des 
Re:f!lexionsf aktors:; :ffür TE-Wellen 

Im 
-1,0 1,0 _ 2,0 3i,O 

-2,0 

-4,0 

Bild 3.3: Zeigerdarstellung V,On Zähler und Nenner des 
Reflexionsfaktors: .für TM-Wellen 

i 
f 

!: 
1: 
f: 
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In diesem Falle ist v1 
_ (Lrea2 J Lim . Lre 

irr - lLI 
- j 

ILI „ j 

1 
· Lre Lre Lre +rn 1 +-- 1 

+ \L\ \L\ 

In der Näherung wEi » w (vgl. s. 3-5) ist Lre im af!-~ , und daher tm • -Ltm w\{2' 

a j.0,4142 •• 

Bei der Diskussion des TM-Reflexionsfaktors sind demzufolge drei Bereiche zu unterscheiden: 

C RI C. . o -br t 

Im folgenden diskutieren wir N"aherUDgen für den Reflexionsfaktor in diesen drei Bereichen. 

3.3.2.~ Dielektrische Näherung (Schrägeinfallsnäherung) 

Bei . nahezu streifendem Ein!all ist 04'
0

i:::: 90° , . C
0 
~ 0 ist so klein daß 00 << Ci,r • 

In diesem Fßlle kann der Reflexionsfaktor genauso angenähert werden wie für 'I'E-Wellen: 

Anhand der Uäherung w0 » w 1m i re (S. ; - 5) erkennen wir, daß Ltm <0 ' liLtm "> O. 
!• 

Daher ist die Phase , aufgetragen als Funktion von C
0 

, eine vom Anfangswert -!r 

aufsteigende Gerade mit der Steigung 2IL:I. 

Der Logarithmus des Reflexionsfaktor-Betrages hingegen wird dargestellt durch eine 
mit der SteigUDg(-2 Lf!)vom Anfangswert O aus abfallende Gerade (Bild ;.4) 

Die Angabe einer Phasenkurve für den Reflexionsfaktor beruht auf der stillschweigend 
gemachten Annahme, daß die Trennebene zwischen Vakuum und leitender Modell-Ionosphäre 
als Bezugsebene 
in der Höhe h' 
darauf bezogene 

anzusehen sei. Ersetzen wir diese Bezugsebene durch eine dazu parallele 
• h - b,.h (h a Höhe der Trennebene, s. s.; - 1), so wird der 
Reflexionsfaktor (Index tm weggelassen) 

Wählen wir nun die Bezugsebene in der Höhe 
1m 

• h - 6,h • h + L h' 
~ 

so ist der darauf bezogene Reflexionsfaktor in erster Näherung reell: 

Diese Näherung spielt für das Verständnis der mode-Eigenwerte im Erde-Ionosphäre-Wellen
leiter eine entscheidende Rolle. 



o~ o,o 0;2 o,4 o,6 .o,a 1,0 

IRI 
,4. 0,7 

0,5 

0,3 

0,2 

0,1 
0,07 
0,05 

0,03 

0,02 

o,o 0,2 o,4 o,G o,a 1,0 

-9001 

-120° 

-150° 

-180°_ 

Bild 3.4: Typischer Verlauf v.on Be.trag IRI und Phase ~R 
eines; TM-Reflexions:ttaktors als Funktion des: 

~o~irius 0
0

_ de~ ~~-n.fm.-lswinkels;. Gerade Linien 
gßben den Verlauf der Schrägeinfallsnäherung 
wied!er. 

Bild 3.5: Bezugaebenenwec~sel für die Angabe der Phase 
des . Re:flleri.onsf akte>rs · 
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3.3.2.2 Metallische Näherung (Steileinfallsnäherung) 

Falls C
0 
» ~r .. · \L~I , so ist der Re.tlexionsfaktor zweckmäßigerweise folgender

maßen zu schreiben: 

1 + __ 1......, __ 
Ltm eo 

und die in 3.3.1 benutz\ Näherungsformel führt auf folgende exponentielle Näherung: 

R(met) 
tm -

In der füiherung w0 :» w sind sowohl der Logarithmus dos Betrages als auch die Phase 
Hyperbeln in der negativen Halbebene (Bild 3.6). 

Während die Schrägeinfallsnäherung zur Darstellung der ionosphärischen Reflexion geeig
net ist, gibt die hier beschriebene metallische lHiherung das Reflexionsverhalten der 

Erde langen Wellen gegenüber sehr gut wieder. Bei sehr hoher Leitfähigkeit wird der 
Gültigkeitsbereich der Schrägeinfallsnäherung auf einen sehr kleinen Winkelbereich 
nahe 90° eingeschränkt, und die metallische Näherung gilt mit guter Näherung für 
den gesamten Bereich praktisch vorkommender Einfallswinkel. 

3.3.2.3 Brewsterwinkel-Näherung 

Mit dieser Näherung erfassen wir den Ubergangsbereich zwischen den Gültigkeitsbereichen 
der dielektrischen und der metallischen Näherung: C

0 
~ ~r 

Die Gerade ln(lR(i:l)I) • -2 L;: C
0 

schneidet die 

Hyperbel -2 L~: 
• ILtml 2co 

bei Co . ~r - IL~ml 'wo 

ln( \R(~t)I) • ln(IR(~l)I) 
2 Lre - - tm (Bild 3.7) 
\Ltml 

· .. . . 2 
In der Näherung w~>>w ist das gleich - - • -1,4 •• • ln(0,247 •• ) statt ln(O,414 •• ), 

,IT 
wie auf S. 3 - ? (oben) gefunden. 

Die Gerade 

Hyperbel 

~(obl) 
Rtm 

~(met) 
Rtm 

• -2 L: C0 - tr schneidet die 

= in zwei Punkten mit den Abscissen Cz , ~obei 

Lim 
Die Schnittpunkte existieren nur, wenn { • 0,785 ••• ) Ltml . • In der Näherung w6"» w 

L~, 1 · l tm: 
ist -'lil!V•L 1 • IJz • 0,707 •• , sodaß die.Bedingung erfüllt 1st. 

bw\ 
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Bild: 3.6 Verlauf• von Beitrag R und Phaseo ~R des TM-Reflexions
faktors: bei großer Le:ttfähigketl.t und der· zugehörigen 
Steil-einfallanäherung (gestriehelt) • 

. eo ~. 2 cbr 3 °tn-. 
lRt "'lr-----------i.__ __ ..._ • 0,70 
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0,02 
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Bild 3"7 Schem8.tisGhe Darstellung des Oberganges von der 
SchrägeinfaJ.lsnäherung: zur Steileinfallsnäherung 
(Cbn· = Cosinus des Brewsterwinkels) 
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Im Bereich Cx1 ~ C
0 
~ cx2 können wir nun den Verlau.f der Phasenkurve sehr gut 

dadurch annähern, daß wir das aritbmetische Mittel aus der dielektrischen und 
der metallischen Näherung bilden: 

1 
---) 
1Ltml 0o 

Zur Berechnung des Reflexionsfaktor-Betrages gehen wir aus von (Index tm weggelassen) 

(Lre· +· jLim) c
0 

·- 1 (L\ 2 c2 + 1 - 2 Lr8c 
R .. -----,--~ IR12 „ 0 . 0 

(Lre + jL1m) c
0 

+ 1 ' \L\ 2 C:2. + 1 + 2 Lrec o. 0 

Diesen Ausdruck schreiben wir für C
0

~ ~r • 1fiLl zweckmäßigerweise folgendermaßen um 

2 Lre 
(\L\C0 - 1) + (1 - m) 

Das erste Glied der Taylorentwicklung 

(1 + az)) ( ) von ln 1 + bz) lautet a - b z, 

damit finden wir folgende lfaberung 

1 
Lre 

;_ 1)2 -w 1 1 · ( \LIC
0 \Rl 2 • Lre 

exp(( 
Lre Lri? , 

) 

1 +w. 1 -yr;r 1 + W 2ILIC0 

·. ·. 1 ~ 
FUr 0

0 
• ~r a {LI !i.nden wir für die Phase den Wert - ~, für den Betrag den Wert 

den wir bereits auf Seite:, - ? für den Brewster-Winkel gefunden hatten. 

Abschließend fassen wir (in Tabelle :,.1) die verschiedenen Näherungen für den 
Verlauf des Reflexionsfaktors als Funktion von C noch einmal in einer Übersicht 

. . 0 
zusammen. Unsere Brewsterwinkel-lläherunghat gegenüber dervon Volland (1964 b, 1968) 
vorgeschlagenen den Vorteil,_ daß sie, genau wie die dielektrische und die metallische 
füiherung, elementa,re Lösungen der mode-Eigenwert-Gleichung für ebene Modelle des 
Erde-Ionosphäre-Wellenleiters ermöglicht. 
Deutlich geht aus unserer Übersicht hervor, welche Bedeutung das Horizontalkompo
nenten-Verhältnis für das physikalische Verständnis des Reflexionsfaktors bat. 
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Tnbelle ;.1: füiherur.f)eri für den Reflexionsfaktor 

. lnlRI ~ 

TZ-Reflexions- · -2 Lre Co -2 il?1 Co+ '!r to Lte 
faktor ·---------TU-Reflexions- im raktor, diel. -2 L~ Co -2 ftm ca - 't! . 

'I'!.!-Reflexio'nsfaktor, 
Bre7i'sterwinkel- 1 

Lre 
tm 

Bereich 1 Lim 1 -rr 'ILml 
( 2 )( + 1 Ltml Co - 2) ~ ( .. ILtuil Co) -~ 

Lre ILtml ILtmlCo · ILtml Co 
1 - (~) 

ILtJ 
Lre 

1 
_ __EL 

+ i ln( 
ILtm\ 

) ra. 
Ltin 

1 +--
ILtm\ 

' 
' 

T~-Reriexio~sfaktor, 2 Lre im 
metallisch - tm 2 Ltm 

_ ILtml 
2
00 ILtml~Co 

Eine anschauliche Ubersicht über die C
0
-Abhängigkeit des Reflexionsfaktors: vermittelt 

uns die konforme Abbildung 
. j'(€ & - 1 2 

w • \wl e • - - 1 -
z + 1 1 + z 

(Dahms, 1958). Die.: Linien \w\ • const sind Kreise, deren J.üttelpunkte !ür lwf <.1 au.C 
der positiven, reellen Achse li

0

egen, und deren Radien mit abnehmendem fwl abnehmen. 

·-
. 

Für \wl ➔ 0 schrumpft der Kreis \w \ .. const zu dem Punkt +1 zusar-'.!len. Die Kurven Cfw • const 
sind ebenfalls Kreise, deren ?f.ittelpunkte auf der im8.6ine.ren J.chse liegen. 

Eine .rür _ urisere Diskussion des Reflexic-nsfo.1:tors gut geeignete Darstellung ·gibt Bild 3080 

Der Betrag \w\ wird in dB (bezogen au!' O dB• 1) angegeben. Uo die C0 -Abhängigkeit von . 
Betrag IR\ und Phase ~R des Reflexion!aktors mit einem Blick ::u übersehen, brauchen wir 
nur die Größe L als Zeiger in dieses Diagramm einzuzeichnen. Lassen wir d:mn C0 schritt
weise .von 1,0 auf O,O abnehmen, so wandert der Punkt z „ L C

0 
in entsprechenden Schritten 

vom Zeiger-Endpunkt zum Nullpunkt, und wir können die zugchcr:.ge"1 Werte von IRI und tB 
direkt_ aus dem Diagrn:nm ablesen. 

Unsere Diskussion beschrün.kte sieb der Einfachheit halber auf große Leitfähie;keits
werte, also metallische Reflexion. Dielektrische Reflexion kann man qualitativ überbli~ken, 
in dem ·man sieb den L-Zeiger mehr zur reellen Achse hin gedreht denkt. Im Falle ~erlus~
!reier, dielektrischer .Reflexion liegt der L-Zeiger auf der reellen Achse, der Punkt L C0 

durcli-läuft bei einem bestimmten C
0
-Wert die Singularität des Diagramms bei z „ +1, 

Hier erkennen wir wieder das aus der elementaren Optik bekannte Brewster-Winkel--Verhal
ten des Reflexionsfaktors. 
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4.1 Höhenabhängi5keit der physikalischen Ionosphären-Parameter 

4.1.1 Höheriabhängi5keit der Elektronenproduktion 

Die physikalischen Mängel eines homogenen Ionosphärenmodells mit sprunghaftem Anwach
sen der Elektronendichte in der IIReflexionshöhe" h liegen auf der Hand. Ein physikali
sches Modell, welches wirkliche Elektronendichte-Profile in begrenzten Höhenbereichen 
befriedigend anzunähern vermag, ist die "Chapman-Schicht" (s. z.B •. ; Rawer, 1953). Die
sem Modell liegen folgende, vereinfachende Vorstellungen zugrunde:··:, 

J . 
a) Die Elektronen werden durch eine monochromatische, ionisierende Strahlung von 

den Luftmolekülen abgespalten. Die Energiestromdichte der eibfallenden Strahlung 
(obP.rhalb de.t" Jonosphäre 1) -bezeichnen wir mit Ji:~) , ihren Neigungswinkel gegen 
die Ve:.:-tikale m·.t ?(_. 

b) Die Atmosphäre besteht aus .einer einzigen Molekülsorte. Die Wahrscheinlichkeit da.
für, daß ein Molekül v.on einem Lichtquantum der ionisierenden Strahlung getrof
fen wird, wird durch seinen Absorptionsquerschnitt 6abs beschrieben. Die mittlere 
Ionisierungs-Energie für ein Luftmolekül, bWion ,wird in de~ Literatur mit 35 eV 
angegeben (Nicolet and Aikin, 1960). # /;i 

c) Di_e Temperatur der Atmosphäre wird durch einen höhenunabhäng:igen Mittelwert Tabs:. 
angenähert, sodaß die Molekülzahl-Dichte Nmol von der Höhe z gemäß der barome
trischen Höhenformel abhängt 

Hierin hängt die "Skalenhöhe" H
8 

mit der mittleren Temperatur Tabs folgenderma-
ßen zusammen: 

H • RgasTabs 
8 

6grav 

8,317 Wattsec m 
wobei Rgas = ------- , Sgrav • 9,8 ~ 

Mol• Grad sec 

Molekülmasse •1 gr 
1 !lol • -,,.---"-------- • 28,95 gr . .rür LW:t "i; Sauerstoff-Atommasse 

Am Erdboden ist H
8 

etwa gleich 8 km. Zur Beschreibung der D-Schicht muß man ei
nen niedrigeren Temperatur-Mittelwert und dementsprechend eine kleinere Skalen
höhe einsetzen (ungefähr 6 bis 7 km). 

Legt man dieses stark vereinfachte Modell der Atmosphäre und der einfallenden Strahlung 
zugrunde, so gelangt n:an zu folgender Abhängigkeit der Elektronen-Produktionsrate von 
der Höhe z (s. Budden, 1961a, sec. 1.5) • 

z - zm z - z 
• ~ exp(1 - Ha. - exp(- -g-a-=m)) wobei 

zm • Höhe mit der größten Produktionsrate (9-m) 

~ • maxim{lle Produktionsrate 

N i H 
• H ln( mol,o .abs s) 

s. cos()(.) 

zmo - IVn(cos(X)) 

J(ion) cos(;(.) .. w,oo . . 
&wion Ha 8 

· (e • 2,710 ••• ) 
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4.1.2 ModellfUilktionen für Elektronendichte-Profile 

Der Wert der Elektronendichte Nel ergibt sich als Gleichgewicht aus der Elektronen
produktions- und -Verlustrate. Für die Elektronenverluste betrachten wir, in Anleh
nung an Volland (1961, 1964c), zwei einfache Prozesse, die z-µr näherungsweisen Beschrei-
bung der tatsächlich ablaufenden Prozesse geeignet sind: 

' ~ 

1. Rekombination: Hiermit nähern wir die Elektronenverlust-Prozekse in der hohen 
Atmosphäre an, wo die Luftmoleküle zu einem hohen Pro~entsatz iorlisiert sind,und wo, 
der geringen Luft-dichte wegen, die Wahrscheinlichkeit für den zd~ammenstoß zwischen 
einem freien Elektron und einem neutralen Luftmolekül gering ist (vgl. hierzu die An
gaben über die Atmosphäre im Fischer-Lexikon "Geophysik", Hrsg. J. Bartels). Die Ver
lustrate ist dann proportional der Dichte freier Elektronen und der Dichte ionisierteD.· 
Moleküle, N100 • Die letztere jedoch ist. ungefähr der Elektronendichte gleichzusetzen. 
Damit erhalten wir folgenden, näherungsweisen Ausdruck für die Elektronenverlustrate: 

(
~)(-) ,.J N N 

uu • -"'-rec el ion 

Der Proportionalitätsfo.ktor o(rec heißt "Rekombinationskoeffizient". 

2.·Anlagerung (attachment): Mit diesem Prozeß nähern wir die Elektronen-Verluste in 
der tiefen Ionosphäre an, wo der Ionisationsgrad gering und die Luftdichte so groß ist, 
daß die freien Elektronen häufig mit neutralen Molekülen zusammenstoßen. Die Verlustrate 
ist proportional der-Dichte Nel freier Elektronen und der Dichte Nmol neutraler Moleküle& 

dNel (-) 
C,r) 

Der Proportionalitiitsfaktor O<'.'.att heißt "Anlagerungskoeffizient". (N.B.: Unser olatt 
unterscheidet sich von Volland's ß (Volland 1961, 1964c) durch den Faktor Nmol. 
Unsere Schreibweise entspricht der von Rawer (1953}) 

Im Gleichgewichts-Zustand ist 

dNel 
dt -

für Rekombination 

• 

Hierin setzt Volland (l.c.) als Höhenab
blingigkeit des Rekombinationskoeffizien
ten 

und erhält 

hieraus folgt 

für Anlagerung 

Hierin schreiben wir die barometrische Höhen

formel für Nmol in der Form 

und erhalten 

mit N . ~ 
m = Nmol ,m °"'att 
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Beide Modellfunktionen nähern sich für große z einem konstanten Wert (Nm ,/ii' bzw. Nm e) 
und sind daher nur für die tiefe Ionosphäre o.ls Uäherung zu brauchen. 

Eine Abnahme der Elektronendichte mit der Höhe, wie sie oberhalb der Schichtmaxima 
auftritt, kann nur dadurch nachgebildet werden, daß 

entweder oc.rec weniger schnell mit der Höhe abnimmt als in Volla.nd's Modell, 
ode1· ~att mit der Höhe zunimmt.; 

4.1.3 Vergleich-mit den Modellfunktionen von Wait und Walters 

Wait und Walters (1963) legten ihren Reflexionsfaktor-Berechnungen ein Modellzugrun
de, in dem die Elektronendichte exponentiell mit der Höhe ansteigt. Die auf diesem 
Modell basierenden, umfangreichen numerischen Berechnungen von Wait und Spiee (1964) 
werden bis auf den heutigen Tag zur Interpretation von J,ängstwellen-Beobachtungen 
verwendet. Daher ist es lohnend, die im vorigen Abschnitt behandelten Modellfunkti
onen ~it denen von Wait und Walters zu vergleichen. Zu diesem Zweck schreiben wir 
die von ihnen verwendete Höhenabhängigkeit der Elektronendichte in der Form 

z - zref 
Nel(z) • Nref exp(+ H ) 

ref 

und vergleichen sie mit der Anlagerungs-Modellfunktion, welche wir 
folgendermaßen in der Umgebung von z • zref annähern: 

z - zref 
1 - exp(- H ) 

( ( zref - zm))•exp( s ) • Nm. exp 1 - exp - ....;;;..;;;.;;-.--...;;;; _____ z ____ .;;;...z __ 
Hs exp( ref m,) 

Ha 

Der J'aktor links vom Multiplikationspunkt kann mit Nref identifiziert werden. Für z 
nahe zref kann die Exponentialfunktion oberhalb des Bruchstriches durch das erste 
Glied ihrer Taylor-Entwicklung angenähert werden,wir erhalten die näherungsweise 
Darstellung, die oben hingeschrieben wurde, wenn wir setzen 

Ganz ähnlich verläuft der Vergleich mit Volland's Modellfunktion.- Die Zahl der unbe
kannten Parameter ist in beiden Modelltypen gleich, jedoch ist aus physikalischen Grün
den zu erwarten, daß die hier eingefUhrten Modellfunktionen (Abschn. 4.1.2) für einen 
etwas größeren Höhenbereich Gültigkeit haben dürften als die exponentiell ansteigenden 
Modellfunktionen von Wait und Walters. 
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4 .1 .4 Höhenabhängip;kei t der Sto.ßfreguenz 

In sehr grober Verein.fachung theoretischer Gedankengänge von Nicolet (195~) stellen 
wir die Wahrscheinlichkeit für einen Zus8llllllenstoß eines Elektrons mit einem neutralen 
Molekül dar durch den "Kollisions.:.'1,uerschnitt" 6coll. Dann ergibt eine sehr einfache 
Betrachtung ,folgenden Zusammenhang zwischen der Stoßfrequenz, der Molekülzahldichte, 
und der mittleren Atmosphären-Temperatur 

~

. ,--,,.---=_T,---,1 
N ~ . ~~-HO . abs 

\'c "' mol coll ./ mel . 
mel • Elektronenmasse , 

( ~O „ Boltzmann-Konstante) 

Unter Annäherung der il.tmosphäre durch die barometrische Höhen.formal ergib:b sich die 
Höhenabhängigkeit von "c zu 

Fwrnume:tische Berechnungen erweist es sich als zweckmäßig, das Sto.ßfrequenzprof~l mit 
Parametern zu beschreiben, die ihrerseits nicht vom Elektronendichte . ..;.Profil abhängen. 
Durch Wahl .der konstanten Bezugshöhe 70km gelangen wir zu folgender Darstellung 

z - ?o km 
H ) 
s" 

"c?O exp(-

Hierin ist ~c?O die Stoßfrequenz in 70 km Höhe, B
8

" ist die Skalenhöhe des Stoßfrequenz
profils, die man !ür theoretische Berechnungen zweckmäßigerweise eben.falls vom Elektronen
dichte-Profil unabhängig wählen kann. 
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4.2 Differentialgleichungen für die Horizontal-Koordinaten der elektromag-
netischen Feldvektoren bei höhenabhängiger DK 

4.2.1 Matrixformulierung 

Nähern wir die Höhenabhängigkeit von Elektronendichte und Stoßfrequenz durch stetige 
Funktionen an, wie im vorigen Abschnitt gezeigt, so werden auch Real- und Imaginärteil 

C der komplexen DK tr und des komplexen Brechungsindexes n 

stetige Funktionen der Höhe. Wir gehen aus von den Differentialgleichungen 1'tir die 
TM-und TE-Welle, wie wir sie in Abscbn. 2.,.1 aufgeschrieben haben. Wie in 2.5.1 
versuchen wir, die dritte Zeile des Gleichungssystems durch die erste und zweite 
auszudrücken: 

1 d2(-Ey) 

jk0 ;~ dx2 

Die Wellengleichungen lauten nunmehr 

und 

Eine Zusammenstellung von Lösungen für relativ einfache Modelle der Höhenabhängigkeit 
von tr findet man bei Wait (1962). In dieser Ausarbeitung beschränken.wir uns auf Lö
sungen, die aus ebenen Wellen zusammengesetzt sind. Die Wellennormalen aller dieser 
Wellen gehorchen dem Brechungsgesetz 

nc(z) sin(Q+(z)) • const • sin(Q4-
0

) • S
0 

yi-obei. Q+.(z) der Neigungswinkel der Wellen in der Höhe z, 0~
0 

der Neigungswinkel der 
von unten auf die Ionosphäre einfallenden Welle ist. Hieraus folgt, daß die Differen
tiation nach x gleichbedeutend nlit Multiplikation mit dem Faktor -jk

0
S

0 
1st. Die 

Feldvektor-Koordinaten hängen dann nur noch von der Ortskoordinate z ab, Das Differen
tial.gleichungssystem in Abscbn. 2.,.1 wird 

- ~(-E) o.z y 

-jk S (-E) 
0 0 y 

.. jko;~(ZoHx) 

• jko;~<ZoHz) 
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:Mit Hilfe der vorletzten Zeile können wir die z-Koordinaten in der letzten Zeile eli
minieren 

und erhalten in 
Koordinaten: 

~ (~~) -

S · 
• - .,2. (Z H ) ~r o Y 

Matrixschreibweise folgende Gleichungssysteme für die 

<;"r - ~l( "x). ~:·~) ~jko (° -jk ( 0 .. 
0 /~ ~r 0 Z0 Hy Ey 

Beide Gleichungssysteme haben die gemeinsame Form 

d • ~J' o.z . 

Horizontal.-

2 . 

(~r : /~)) • (:::x) 

Die Matrix ~ bezeichnen wir als "KoeffizienteDmatrix" (Volland, 1968). 

4.2.2 Das Wellenpaar als Lösung des Differentialgleichungssystems mit konstanten 
Koeffizienten 

In Abschn. 2.~ hatten wir uns durch physikalische Vorstellungen und durch die Wellen
gleichung zum Begriff des Wellenpaares leiten lassen. Auch im inhomogenen Medium möch
ten wir nun Lösungen aus ebenen, zu Wellenpaaren zusammengefaßten Wellen konstruieren. 
Das gelingt in der Weise, daß die Höhenabhängigkeit der komplexen DK durch geeignete 
Stufenfunktionen, das Medium selbst also durch eine Uberlagerunc ebener, homogener Teil
schichten angenähert wird. In jeder Teilschicht kann dann ein Wellenpaar angesetzt wer
den. Die Amplituden dieser Wellenpaare ergeben sich dann aus der b'orderung, daß sich 
die horizontalen Komponenten der Feldvektoren an den Trennebenen zwischen den ei.J?.zelnen 
Teilschichten nicht unstetig ändern durfen. Ehe wir diesen Gedanken durchfübren, zeigen 
wir, wie sich das Wellenp~ ergibt, wenn wir das mathematische Standard-Verfahren zur 
Lösung linearer Differentialgleichungssysteme mit konstanten Koeffizienten au!' die 
obenstehenden Gleichungssysteme anwenden. 

Gleichungssysteme des obenstehenden Typs sind dann gelöst, wenn es gelingt, eine 
Transformationsmatrix g zu finden, mit deren Hilfe die KoeffizienteDmatrix l'1 
auf Hauptachsenform transformiert werden kann. Wir schreiben 

F • c: l . g• F tr • c: :: l-(: ) 
und erhalten .als transformierte Differentialgleichung 

Hierin soll die transformierte KoeffizienteDmatrix S : nur noch in der Hauptdiagonalen 
von Null verschiedene Glieder haben: 

Q • 
== 

Diese Glieder können wir angeben, ohne die Elemente der Tranformationsmatrix zu kennen. 
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Sie sind Lösungen der "charakteristischen Gleichung" 

det(~ - q p 

Das transformierte Differentialgleichungssystem 

( 

q-1'-

-jko 0 

w:ird de=ach gelöst durch 

Ftr ~ (FF~)"' (Ft exp(-jkoqt z)) 
v F.l, exp(-jk q~ z) 

0 0 

Für die Diagonalmatrix mit den Ausbreitungsfunktionen verwenden wir, in Anlehnung an 
Volland (1968, pg. 57 ff),folgende symbolische Abkürzung 

Um bei der Berechnung von Reflexionsfaktoren die Randbedingungen erfüllen zu können, 
brauchen w:ir die horizontalen Vektorkoordinaten. Hierzu müssen wir die Elemente der 
Transfor;nationsmatrix ausrechnen. Das geschieht mittels folgender Umformung der trans
formierten Differentialgleichung 

lL F "' -jk r.-1. v •C• Ft .. -jko a. :Ftr dz tr o~ ~~ = r ~ 

ausgeschrieben 

Setzen wir hierin der Reihe nach 

'Ftro • (

r1-o· o) und 

so erhalten wir je ein homogenes Gleichungssystem für die Elemente jeder Spalto von 2 

(Xxx - q1') et+ Xxy et • 0 (Xx:x - q{,) c~ + Xxy c; • 0 
und 

Xyx c1' 
X + ( }{ . - qt) c t • 0 

yy y 

Hieraus berOcbnen wir die Verhältnisse 

c+ x?s:Y - - X - qt c-t, 
~ yy X 

c-l-c+ X - q1' Xyx y XX y 

Die beiden unbestimmten Faktoren et und c; schlagen 
ten Amplituden Ft und F~ zu und erhalten als Lösung 

o o ( q,,.. _ Xy:y 

.P • Q• Ftr = ~-~(-jko ~ z)• .Ptro • ~yx 

Xyx c-.l, + 
X <X -yy 

q-v) c-l- „ 0 
y 

Xxy X - l yy .. -
X - q-v Xyx XX 

wir den eben.falls noch unbestimm
für das Differentialgleichunssystem 

••~:"). (exp(-jk0 qt z) 0 \ •(Ft) 
1 0 exp(-jk

0
q..,z)} Ft 
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Diese Lösung ist darum hier so ausftihrlich und allgemein hingeschrieben worden, weil 
sie uns Schritt .für Schritt bei der Lösung der Wellensleichung im anisotropen Medien 
wieder begegnen wird. Kehren wir zur Differentialgleichung der TM- bzw. TE-Welle zu-
rück, so vereinfacht eich die Lösung erheblich wegen 

2 

-{~ {/~ - so/ für TM-Welle für TM-Welle fr 
:X -X -o,X - i 2 für TE-W<rlle X,x XX yy xy r - sof~ für TE-Welle 

Somit erhalten wir für die charakteristische Gleichung und ihre Lösungen 

und die Transformationsmatrix wird für di'e TM- bzw. TE-Welle 

Stm • ( :: bzw. 

in Ubereinstimmung mit 2.3.3. 

4.3 Berechnung des Reflexionsfaktors inhomogener Ionosphärenmodelle 

Im folgenden werden drei Methoden der numerischen Reflexionsfaktor-Berechnung geschildert. 
Gemeinsam ist allen dreien das zu Beginn von 4.2.2 genannte Prinzip der Unterteilung 
der Ionosphäre in viele, dünne, homogene Teilschichten. Diese Schichtung nimmt den Höhen
bereich zwischen z

0 
und zM ein. Unterhalb von z

0 
haben wir Vakuum, oberhalb zM eine 

nahezu homogenes Medium. Der Übergang wird in M Teilschichten zerlegt. Die Teilschicht . 
Nr. m hat die Dicke 6Zm und liegt zwischen zm_1 und zm. Entsprechend geben wir dem 
Vakuum die Laufnummer O und dem homogenen Medium oberhalb zM die Laufnummer M+1 • 
Innerhalb jeder Schicht sollen tr und/~ nahezu konstant oein, wir bezeichnen ihre 
Werte mit trm und/~. Daraus ergibt sich für jede Schicht das B~echzahl-Quadrat, 
der q-Wert für die auf- und die absteigende Welle und die Elemente der 'I'ransformations
matrix: 

.. 

c~ n c~ • 1 für allem und beide Wellentypen. 

Mit Rücksicht ai.u: die spätere Erweiterung aller Überlegungen dieses Abschnittes wird 
die umständlichere Symbolik .der allgemeinen Lösung des vorigen Abschnittes beibehalten. 

4,3,1 Matrizenprodukt~Methode (Volland) 

Innerhalb jeder Schicht können wir die Lösung des Differentialgleichungssystems in 
folgender Weise schreiben: 

Unterhalb der Ionosphäre gehen c~ und ci in die Werte C
0 

und -C
0 

über. xm xm 
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Das Differentialgleichungssystem wird unterhalb 

C:J. (:· -:·) . (:;) - (:· 
Der Reflexionsfaktor R

0 
in der Höhe z

0 
ist dann gefunden, wenn wir in der gleichen Höhe 

das Horizontalkomponenten-Verhältn.ts L
0 

gefunden haben 

F"' 
R •, 00 

0 -r-
Fl' 

00 

Dann ist nämlich 

folglich 

Gegeben ist uns jedoch nur das Verhältnis 114 oberhalb zM , wo nur noch eine aui'steigen
de Welle existiert: (vgl. ;.2) 

folglich ¾! 

F 
Ist uns nun L • -:r/px an der Obergrenze irgendeiner der M Teilschichten gegeben, so kön-
nen wir da.raus L für die Untergrenze der gleichen Teilschicht bestimmen. Hierzu gehen 
wir aus yon dem Zusammenhang zwischen der transformierten Spalte Ptr an der Obergrenze 
und der an de~ntergrenze: 

der Transformationsmatrix 

In Matrizenschreibweise 

• 

Hierin ist ~m die 11t1bertragunsmatrix" · der m-ten Teilschicht. 

li ,f 

'i 
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Den Zusammenhang zwischen den Spalten~ in den Höhen zM und z
0 

erhalten wir nun 
mit Hilfe des Matrizenproduktes aus den Obertragunsmatrizen aller Teilschichten: 

Ausgeschrieben hat der Zuasmmenhang die Form 

Abschließ~nd berechne~ wir noch .die 
wir einsetzen 

~ 

1 (01·:xm ~m'" 2 

jcxmsin(k0 ~zm)\ 

cos(k0 ~zm) J 

L "' 0 

1j + T; ¾! 
~ +T~~ 

der m-ten Teilschicht; indem 

-l,, C C 1' • C~ 1 
' cxm "' - xm ' ym ;ym "' 

Hi~rmit berechnet. man den L-Wert, in der Höhe zm_1 aus dem in der Höh&. zm: 

c;; s.in(k0 ~zin) + cos(k0 ~zm) 1-'m Lm + c!n, tan(k0 ca;,6.s.) 
- ------------------cos(ko.~zuJ + j cXIlllsin(k0~zm! Lm 1 + j cxm;ton(kO~znJ ¾i 

Dieses; vergleichen wir mit dem Ausdruck für den Eingangswiderstand ~1 eines homogenen Lei
tungsstückes der Länge· 1 mit dem Wellenwiderstand ~L und der komplexen Obertragungskonstan
ten r, das, mit dem Verbraucherwiderstand ~2 abgeschlossen ist (siehe z.B. Meinke-Gundlach, 
~aschenbuch der Hochfrequenztechnik, 3. Au.fl. (1968), Abschn. C 25, s. 292) : 

~2 + ~ tanh( fl) 

1 + ~ tanh( tl) 

und erkennen die .Analogie 

, ~~ · ~ c1 v- ~ jk oc. • jk 
;;.1., :xm t O O '1l1 . -z 

Die Komplizierung gegenüber der Leitungstheorie besteht vor allem darin~ daß die dem Wellen
widerstand und der Übertragungskonstanten entsprechenden Größen (c:xm)-1 und~ vom Cosinus. 
des Einfallswinkels, C

0
, abhängen. 
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4.3.2 Iterative Methode (Wait und \'lalters) 

Diese Methode ist formal zwar weniger elegant als die im vorigen Abschnitt beschrie
bene, bietet jedoch bei der Einbeziehung der Ani'Sotropie recbentechnische Vorteile. 

Wir gehen wieder davon aus, daß Linder Höhe zM gegeben ist, weil oberhalb zM nur 

eine aufsteigende Welle existiert: Gegeben ist L(zM) • 114• 
Die Lösung des Differentialgleichungssystems innerhalb der m-ten Schicht schreiben 
wir, mit Rücksicht auf die spätere Anwendung, unter vorläufigem Verzicht auf Matri~ 
zenschreibweise ausführlich nieder: 

Fx(zm_1~ z S: zm) a F:xm(z) c~exp(-jk0 ~ z) F!0 + c~exp(-jk0 CJ! z) ~o 

F7'zm_1 ~ z ! zm) • Fym(z) • cjmexp(-jk0 ~ z) F!0 + c;iexp(.:.jk0 t z) F:0 

Ist nun L an der Obergrenze der m-ten Schicht gegeben 

FY(zm). F:ym(zm -0) 
L(zm) .. ----""

Fx(zm) Fxm(zm - 0) 
, so kann man hieraus das Verhältnis R 

L(z) • L „ m m 

~ 

c~ + Rmo exp(-jk0 (~ - q:) zm) c~ .. 

c~ + l\no exp(-jk0 (~ - <I!) zm) c~ 

et + c~ ~ 
:ym ym , hieraus 

et + c,l, R 
xm XIII 7111 

• R exp(-jk (q~ - o~) z) • R(z - 0) JIIO o m -m. m m 

Rm: stellt das Amplitudenverhältnis zwischen auf- und absteigender Welle unmittelbar unter 
der Obergrenze ·der m-ten Schicht dar. Hieraus folgt das Amplitudenverhältnis unmittelbar 
oberhalb der Untergrenze der m-ten Schicht: 

Hieraus ergibt sich L für die Schicht-Untergrenze 

Da sich aber L an der Trennebene zm_1 stetig verhält, kann man ausLm_1 wieder daa 
Amplitudenverhältnis Rm_1 unmittelbar unterhalb der Untergrenze der m-ten Schicht 
bestimmen: 

Hieraus wird wieder Rund L für die Untergrenze der (m-1)-ten Schicht berechnet, hieraus 
wiederum R für die Obergrenze der (m-2)-ten Schicht usf •• Durch Wiederholung des Verfah
rens für jede Schichtgrenze gelangt man Schließlich zum Reflexionsfaktor in der Höhe z

0
• 
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4.3.3 Integration der Differentialgleichung des Horizontalkomponenten-Verhältnissea 
(Budden) 

Wenn ein gut organisiertes Rechenzentrum mit Bibliotheks-Programmen zur numerischen 
Lösung von Differentialgleichungen zur Verfügung steht, so kann man diese zur direk
ten, numerischen Integration einer Differentialgleichung für L ausnutzen, welche 

f;~·(::r~:r:::r• (~'FX:XL ~~ 
Hieraus folgt 

dL 
dz 

wobei in diesem Fall X „ X • 0 
:XX yy 

für TM-Wellen, 

Xyx • /~ für TE-Wellen. 

Differentialgleichungen dieser Art können mit numerischen Standard-Verfahren, wie z.B. 
das Runge-Kutta-Verfahren, integriert werden. Auch hier wird der Übergangsbereich zwi
schen den Höhen z

0 
und zM in Teilschichten aufgeteilt, jedoch wird die Aufteilung 

durch das Rechenprogrrunm selbst vorgenommen. 

Um den Zusammenhang zwischen dieser Methode und der im vorigen Abschnitt beschriebenen 
aui'.zuzeigen, setzen wir in den Ausdrücken für~ und Lm_1 des vorigen Abschnittes 

{ 

,,o /f für, tm 
. ,----• "m' ~m 

a'f' • ✓f - S2 • OC t 0~ n - Oe t C 't a c+ • 1 1 C'f' • - C,J, • C • e 
-m rm o 111 111: 111 ;yin! ym: ::x:m :xm · :xm ~f'½:m .ctir te 

und erhalten 

Lmfxm - 1 

I\m • Lm:~ + 1 

2 
• 1 - -----

1 -- 1 + Rm exp(-j 2k0 ~ L'::Ji.~) 
1 - ~. exp(-j 2k0 ~ b,zm) 

Für sehr kleines b,zm wird näherungsweise exp(-j 2k0~ 6zm) ':: 1 - j2k0~ ßZin, und damit 

dL 1 1 + ( 1 - L c 
2 + 1) ( 1 - j 2ko~ D.zm) .. 1'm - - ~zlDl-:;: - _______ m __ xm ___ . __________ _ 

dz; e-m 1 - (1 - t c 2 + 1) (1 - j 2ko~ 6,zm? 
m Xllt 

1 
=-

Lme:xm - jk0 ~ 6zm (Lmc%llll - 1) 

1 + jk0 ~ ~zm (Lmcxm - 1) 



.Au.t'dieaen J.usdruck wird die Näherung 

tenzen von f:::..zm:. werden vernachlässigt: 

1 ?;f 
1 + X 

1 - x angewendet, Glieder mit höheren Po-

. 
¾n,_1 • ¾x:- ~ '3m • (Lmc:x:m - jk0 ~ f:::.zm (Lmc:xm - 1))•( 1 - jk0 ~ ßzin (Lmc:xm - 1))• c~ 

Hieraus; folgt sofort die Differentialgleichung rür L (Index m. weggelassen): 

{ 

jk
0 

( (~ L2 - ~r) :tlir· tm-Wellen 
d:L c 2 nc r rz • jk (q .i:_ •L - -) • z o x ex c 2 

jk (~ L2 - ;u._) für: te-Wallen 
Q) /~ r 

Dies· stimmt mit dem aus· der Differentialgleichung für die horizontalen Vektorkoordina
ten abgeleiteten Ausdruck über-ein. Durch Einsetzen der am Ende von Abschn. 4.3.1 a~~ 
gezeigten Analogie läßt sich sofort die entsprechende Gleichung für den Eingangswider-
stand inhomogener Leitungen angeben (1 a Längenkoordinate entlak der Leitungsachse) 



5.1 Der DK-•rensor der Ionosphäre 

5.1.1 Das Erdmagnetfeld 

5 - 1 

Das Magnetfeld der Erde kann in erster Näherung durch das Feld eines fiktiven, magn
netischen Dipols in der Nähe des Erdmittelpunktes dargestellt werden (Kertz, 1969). 
Der magnetische Nordpol (d.h.: der Durchstoßpunkt der Dipolachse durch die 0berflä-· 
ehe der Nordhalbkugel) hat die geographischen Koordinaten79° Nord und ?ö0 West. Die 
Richtung der Dipolachse stellen wir durch den Einheitsvektor 1m 01 dar, der vom . p 
magnetischen Südpol zum magnetischen Nordpol hinzeigt. Die Dipolachse ist die Bezugs-
achse des geomagnetischen Koordinatensystems. Durch den Großkreis: senkrecht zu 1mpol 
ist der geomagnetische Aegator gegeben, auf den sich die Angabe der geomagnetisc:hen 
Breite: bezieht (Bild 5.1). 

Der Erdmagnet- Dipol zeigt in die Richtung vom magnetischen Nord- zum Südpol: .. 
P1uterr • · - 1mpol P1uterr 

Bezeichnen wir mit 1zenit 
tor .und mit r den Abstand 

einen radial vom Erdmittelpunkt fort zeigenden Einheitsvek
vom Erdmittelpunkt, so erhalten wir für das Dipolfeld 

... 
-grad( ~uterr 1 ) 1 (3 t ( t ➔ ) 1 ) 

4 -rr u r2 • zenit • 4 -rt;u
0
r3 zenit zenit

0

7uterr - 1uterr 
/ 0 . 

Mit 1msüd und 1mnord bezeichnen wir Einheitsvektoren, welche (außerhalb der Erdoberflä
che) senkrecht zu 1zenit stehen und in Richtung magnetisch Nord bzw. Süd zeigen. 
Mit ihrer Hilfe schreiben wir den Einheitsvektor der Dipolachse 

1mpol • 1mnordcos(<emagn) + 1zenitsin('emagn) 

( 'e magn • geomagnetische Breite). Damit wird 

„ 1 
/uo Hterr "' 

4 
tr r3 ( 3 t zeni t (-~uterrsin((e magn)) 

+ (1mnordcoa(cemagn) + 1zenitsin('fmagn)) luterr) 

~uterr (1 ( ) t ('~ )) • 4 "1l" r'3 mnordcos 'i'magn - 2 · zenitsin "t:°~agn 

In der Nähe der Erdoberfläche wird daraus (Bartels, in Fischer'-Lexikon "Geophysik") 

Für die Berechnung des ionosphärischen DK-Tensors benötigen wir statt des Magnetfeld
vektors den Vektor der Gyrofreguenz ~: 

4e1 Hierin sind qel und m81 Ladung und Masse des Elektrop.s. Mit dem Zahlenwert m • 
el 

- 1,76•1011 ~ und 1 Gauß • 104 Vsec erhalten wir 
Aö 7 

Der Gyro!requenzvektor zeigt demnach aufwärts in der magnetischen Nordhalbkugel, ab
wärts in der Südhalbkugel. 
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magnetischer 
Nondpol 

Bild 5.1: Darstiellu.ng des, Gyrofrequenzvektörs im 
geomagnetischen Koondinatensystem 

➔ 
~ -w 



5-2 

5.1.2 Elektronen-Bewegungsgleichung und dielektrische Polarisation des Plasmas: 

5.1.2.1 Zusammenhang zwischen E-vektor und dielektrischer Polarisation 

Wenn sich ein Elektron mit der Geschwindigkeit~ im Erdmagnetfeld bewegt, so er
fährt es eine zusätzliche Krai't, die zu seiner Bewegungsrichtung und zur Magnetfeld
richtung senkrecht orientiert ist. Die in Abschn. 3.1 angegebene Bewegungsgleichung 
des einzelnen Elektrons ist durch den sog. "Lorentz-Term" zu ergänzen: 

-

2...it 
m d s-

el d.t2 

Wenn Nel die Elektronendichte ist, so folgt hieraus der Vektor de~ dielektrischen· 
Polarisation 

Hierin setzen wir ein 
2 

Nel qel 

4o mel 

und erhalten 

➔ 
qel /uo Hterr 

mel 

... -+ 
Wir erhalten also eine Vektorgleichung für den Zusammenhang zwischen P~ und E 

Nach Einführung der au:r Appleton zurückgehenden Abkürzungen (s. z.B. Budden, 1961a) 

Vc "V c wi -; ➔ 
- • Z , . 1 - ;J -- • 1 - j Z • U , ~ • X , - • Y 

w w w ~ 

vereinfacht sich diese Gleichung zu 

. ➔ 
Diese Vektorgleilhung lösen wir auf nach P~, indem wir sie zunächst vektoriell und 
dann skalar mit Y multiplizieren: 

➔ ~ 
Pt><Y 

j 

ioX _. _., 
• - - (E><Y) 

u 
~ox ~ ➔ 

• - - (E•Y) 
u 

u 

➔ 
Einsetzen ergibt P4 als 

➔ 
Vektorfunktion von E: 

➔ ~o ~ P, • _,-...._ 
'\' u2 _ y2 

u 



Hieraus s-chließlich erhalten wir den Zusammenhang zwischen der dielektrischen Verschie
bung t und dem E-vektor: 

V 
D • 

X U ➔ 
( (.1 - 2 2) E 

u - y 
+ j 

➔ ➔ 
X (E"Y) 

Ü2 - y2· + 

511.2.2 Die Hauptachsen des Tensors der Polarisierbarkeit 

➔ ~ ~ 
X Y (YoE) 

U(U2 - y2) ) 

➔ ➔ . 
Aus der Vektorgleiohung für P4 lesen wir al:l: Das elektrische Feld E bewirkt 

a) eine dielektrische Verschiebung der Ladungen in Richtung des ~Vektors, 
so, wie wir sie vom isotropen Medium her kennen (vgl. :;.1), 

b) eine "Torsion" des Mediums um di.e durch den Gyrofrequenz-Vektor gegebene Achse, 
c) eine .dielektrische Verschiebung in Richtung des Gyrofrequenz-Vektors. 

➔ 
Die Beträge aller drei Anteile der dielektrischen Polarisation sind dem Betrag von E pro

➔ 
portiona.l, die Richtung des Anteils c) ist parallel zu Y, die des Anteils b) senkrecht 

.. + .. ~ l zu der von E und Y aufgespannten Ebene. Mithin ist P4 eine lineare Vektorfunktion von • 
Wir erfassen den Zusammenhang zwischen 14 und 1 durch den Tensor der Polarisierbarkeit, 
den zwischen i und i! durch den Tensor der relativen Dielektrizitätskonstanten, im fol
genden kurz als DK-Tensor bezeichnet. 

Das Erdmagnetfeld hat demnach zur Folge, daß die dielektrische Polarisation (die "Wir
kung") nicht mehr parallel zum elektrischen Feld (der "Ursache'1) ·gerichtet _ i ·st, 
wie das im isotropen Medium (Abschn. 3.1) der Fall war: Das Ausbreitungsmedium wird 

. ➔ durch d~s Magnetfeld elektrisch anisotrop. Die Polarisation P4 ist nur noch dann paral-
lel zu E, wenn l in ganz bestimmte Richtungen zeigt. Diese Richtungen bezeichnen wir 
als die Hauptachsen des Polarisierbarkeits-Tensors, bzw. als dielektrische Hauptachsen 
des Mediums. 

Eine Hauptachse können wir sofort der Vektorgleichung entnehmen: Die Richtung von 
P-4 stimmt dann mit der von "l überein, wenn l parallel zu f ist. Dann nämlich ver
schwindet das Kreuzprodukt im zweiten Summanden von 14 , der erste und dritte ergeben 
zusammen 

➔ 4 xu 2~ _;, ➔ ➔ .+ 
P4 „ u2 : y2 (-U E + r E) - -40 ~ E = P~,parallel 

in Übereinstimmung mit dem in :; •. 1 abgeleiteten Ausdruck für isotropes Medium, d.h., für 
fehlendes Magnetfeld. 

Weitere Hauptachsen finden wir, wenn wir den weiteren Grenzfall betrachten, daß der 
E-vektor senkrecht zum Magnetfeld schwingt. Dann verschwindet der dritte Summand von i\ , 

.. ➔ 
die dielektrische Polarisation schwingt in einer Ebene senkrecht zum Vektor Y und is1i 
zusammengesetzt aus einer zu "t parallelen und einer zu 1 senkrechten Komponente, welche 
gegeneinander um 1X";2 phasenverschoben schwingen. Ein linear schwingendes elektrisches 
Feld erzeugt demnach eine elliptisch schwingende, dielektrische Polarisation. 

Wenn hingegen der E-vektor zirkular schwingt, d.h.: mit konstantem Betrag um die Rich-
. .. . . .. ➔ 
tung des Magnetfeldes rotiert (Bild 5. 2.), so rotieren beide Summanden von P-4 ebenfalls 
im gleichen Sinne. Dann ist eine Phasenverschiebung des Vektors E gleichbedeutend mit 
einer räumlichen Drehung: Der Vektor ,1l ist gegen den Vektor~ um 90° im Sinne 

➔ ➔ 
der Rotation des E-vektors gedreht. Dann liegt der Vektor jE,c.Y wieder auf der gleichen 
Geraden wie 1, und zwar 

➔ ~ - ~ 

parallel zu E, wenn die Drehung von E mit Y eine Rechtsschraube bildet, 
entgegengerichte'lt zu 1, wenn die Drehung von 1 mit 't eine Linksschraube bildet. 



J 
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Aus der Vektorgleichung !ür 14 wird 
im ersten F.all 

~ ➔ 40 X ➔ ➔ 
P~.- P4,rechts. u2 _ y2 (-U E + y E) 

im zweiten Fall 

jtxt 

(links
drehend) 

.. 
y 

Bild 5,2: Rotierende Hauotaohsen 
des Polarisierharkeitstensors 

Wir haben damit au! anschauliche Art drei Richtungen !ür den E-vektor gefunden, bei 
➔ 

~enen die dielektrisc.he Polarisation Pf - und damit auch die dielektrische Verschiebung 
D·der Richtung nach mit S übereinstimmt. Für diese drei speziellen Richtungen können 
wir den Zusammenhang zwische 't und 1 durch drei Werte der relativm.DK beschreiben: 

ir,parallel 1 X (vgl. Abschn •. 3.1, Ende) - - u 

X 
ir,rechts - 1 - --

U+Y 

X 

~r;links - 1 - --
u - y 
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5,1.2.3 Koordinatendarstellung des Polarisierbarkeits- und DK-Tensors 
-> -> ~ In kartesischen Koordinaten lauten die Vektoren E, P4 , und Y: 

~ ➔ ~ 
E • fxEx + \,Ey + 1zEz , Pi „ t~4x + 1/h + 1zP4z , Y • fxyx + 1YYY + 1zYz 

Die Koordinatensnalte dea Vektors + ➔ -
(E>< Y) hängt über eine antimetrische Matrix, 
➔ ... + ➔ -
Y (Y•E) über eine symmetrische Matr.ix mit der von R zusammen: 

' 1 

fx 1„ ,.1 cyyz -EzYy) (-:. Yz -Yrt1 .. ~ y I; X 
(ExY) • Ex Ey Ez :• EZYX - EXYZ - .. 0 y . : E 

X y 
. Yx yy yz - ~yy - Ey~ - yy -Yx 0 Ez _ 

Die symmetrische Matrix ist das dyadische Produkt aus der Koordinatenspalte I und 
der Koordinatenzeile yT des Vektors ! . Der Zusammenhang zwischen 1

4 
und 1 (Ab

schn. 5.1.2.1, Ende) lautet in Koordinatenschreibweise 

:1'4 • ( :::)= u (u;
0

_ Xy2) ,;_;; Yz \ ~~: ; ~~\+ t: :-:: ~: :;:::)• (::) 
P4z ( jU yy + YZYX) (-jU yx + YzYy) ( -u2 + Yi ) Ez 

Hierfür !üb:ren wir, in Anlehnung an Budden (1961a),folgende abgekiirzte Schreibweise ein: 

P4 • (:::) '" 40 (:::: ~:){~) • 'to~•J: 
P4z Mzx Mzy Mzz Ez 

..,, ~ 

Für den umgekehrten Zusammenhang zwischen E und P4 erhalten wir aus der Vektorgleichung 
-+ ➔ ~ ~ 

-• ." -i0 X E • U P 4 +_ j Pi>< Y 

auf entsprechende Weise die Koordinatengleichung 

Die Matrixdarstellung des DK-Tensors ergibt sich aus 

Aus den Ma:trixdarstellungen des Tensors der Polarisierbarkeit und des DK-Tensors kann man 
mit Hilfe der mathematischen Standard-Verfahren für die Hauptachsen-Transformation die 
Richtungen der dielektrischen Hauptachsen des Mediums bestimmen. Hierauf können wir in 
diesem Zusammenhang verzichten, da uns die geometrisch-physikalische Anschauungsweise, 
die in der symbolischen Vektor-Schreibwelse ihren adaequaten Ausdruck findet, leichter 
und sicherer zum Ziele geflihrt hat. 
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;.1.2.4 Kartesische Koordinaten des G:yrofreguenzvektors 

Der magnetische Nordpol hat die geographischen Koordinaten (Kertz, 1969) 

~ mpol „ 79° Nord, ).mpol .. ,+ 290° ( .. 290° Ost „ 70° West) 

Aus gegebenen geographischen Koordinaten iqgeo und ).geo b~rechnet man die geomag
netischen nach den Formeln 

- cos(lf ~eo) sin(Ageo - Ampol) 

cos( 'e magn) 

Für den Winkel ~'i'zwischen dem geographischen und dem geomagnetischen Meriüill,ll gilt 

• -cos(<empol) sin(Ageo - Ampol) 

cos( 'emagn) 
(6,"f! < 0, wenn magn. Pol östlich 

von Nord gesehen wird.) 

Mithin können wir aus den geographischen die geomagnetischen Koordinaten, und damit 
den Vektor 

➔ 
y -

berechnen. 

Zur Umrechnung der msüd-Komponente in das x,y,z-System benötigen wir den Winkel~ 
zwischen der Ausbreit,mgsebene und der magnetischen Meridianebene. Dieser ergibt 
sich aus dem (gegebenen) Winkel ~,geo zwischen dem geographischen Meridian und der 
Ausbreitungsebene mittels 

~ • %,geo + f:::..\:J:' 
➔ 

Dann ergeben sich die x,y,z-Komponenten von Y folgendermaßen (Bild 5.3 ) 

y -X - - 875 kHz cos(c.t.:1 ) cos~a) f -c magn 

y y • 2 875 kHz sin(W ) 
z • zeni t · ~ . C magn 

Bild 5.31 Berechnung der kartesischen 
loordinaten des Gyrofre
quenzvektors 

1 ·'d msu . 
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5.2 Ebene Wellen im homogenen, anisotropen Ionosphiirenplasma 

5.2.1 Folgerungen aus den Grundgleichungen 
➔ 

5.2.1.1 Räumliche Konfiguration der Vektoren 42. 

Wie im isotropen, homogenen Medium (vgl. Abschn 2.2) versuchen wir, Lösungen der Grund
gleichungen.aus ebenen, inhomogenen Wellen der Form 

➔., 

E(r,t) 

➔ 
zusammenzusetzen. Hierbei ist 1Z wieder ein komplexer Wellenvektor (vgl. 2.2.1), den wir 
wieder auf' zwei Arten darstellen können: 

a) mit Wellennormale (Phasennormale) und Dä.mpfungsnormale (vgl. 2.2.1), 
b) mit komplexem Brechungsindex nc und komplexem WellennormaJ.vektor (vgl.2.2.2.2): 

1 2 '?! 1 
• ph T - j 1at sat 

➔ 
Für dieses spezielle Feld darf der vektorielle Nablaoperator '7 wieder durch den Vek-. • . ➔ . 
tor-Faktor -j~ ersetzt werden. Wie in Abschn. 2.1.2 und 2.2.2 stellen wir die aus den 
Grundg}eichungen folgenden Aussagen über die inhomogene, ebene Welle zusammen: 

a) Aus 
,+ -+ ➔ . ➔ ➔ ➔➔ 

div(D) = div({0E + P~) • ~q • 0 • -j.-k•D • -j~•(~0E + P~) 

folgt: Der !ektor.l • ~
0
l + ~{ ist orthogonal zum Wellenvektor, nicht jedoch t 

Der Vektor E und P~ bat im allgemeinen eine Komponente in Richtung des Wellenvektors. 

b) J.us 
~ 

div(B) 

-+ 
folgt: Der Vektor H ist orthogonal zum Wellenvektor • . 

Aus 
~ 

rot(E) 

folgt: Der 

N.B.: Man beachte die Bemerkungen über die Orthogonalität in 2.2.2.1 (S. 2 - 5)1 

Im nicbtleitenden, anisotropen Medium darf die OrthogoriaJ.ität so interpretiert 
4 •. ➔ ➔ 

. werden, daß E und D in derselben Ebene senkrecht zu H liegen. 

c) In der Wellengleichung 
., 2 _. 1 ➔ ➔ ➔ ➔ ➔ _., ➔ ~ -~ 

rot(rot(E)) k
0
;¾,(E + T- P~) • _,ft>•(M-E) • (k./42,) E. - (4?.•E)~ 

0 

➔ 
schreiben wir 42. mit Hilfe der Vakuumwellenzahl k

0
, der BrechzalP- nc und des kom-

plexen Wellennormalvektors 1~ 1 ?,ußerdem lassen wir im folgende4, die ausdrückliche 
Niederschrift der rel:ativen Induktionskonstanten fallen:;¾- • · 1 • Damit wird 
die Wellengleichung 

. cnc)2 cl -

Im nicbtleitenden, anisotropen Medium läßt sich diese Glei.chung geometrisch 1euten: 
Die linke Seite stellt die zum Wellennormalvektor senkrechte Komponente von Edar. 
Die Gleichung besagt mithin, daß die zu 1..,. parallelen Komponenten von ~ und von °F,r/li:0 
einander gerade aufheben. 
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5.2.1.2 Die Wellennormal-Komponenten des E-Vektors und der dielektrischen Polarisation 

Die zuletzt gegebene Aussage über die Wellennormalkomponenten von i und 7/4 lautet formal 

1 ➔ 
• - T- (1~ •P4) 

0 . . ~ 
und _!lilt in dieser Form auch für komplexe Wellennormal-Vektoren. Die Tatsache, daß E 
und i14 nicht mehr orthogonal zum Wellennormalvektor sind, unterscheidet die Ausbrei
tung im anisotropen Medium von der im isotropen. Alle Komplikationen der noch folgenden 
Betrachtungen haben letztlich hier ihre Ursache. Daher lohnt es sie~ , schon an dieser 
Stelle die wichtigsten Folgerungen aus der obenstehenden Gleichung .~u ziehen. 

:t ➔ .. 
Als erstes setzen wir den in 5.1.2.1 abgeleiteten Zusammenhang zwis9hen E und P4 

in die Gleichung ein: 
➔ · . ➔ ~ 

U (1+•P4) + j (1t•(P4><Y)) 

➔ ~ 
Mit Hilfe der Umformung <t-,.• (P 4K Y)) • 

~ ? 
(Pf• (Y '>< t-,.)) erhalten wir , 

➔ 
P4•1')> 1 -

j(X - U) 

➔ 
Das Verhältnis der Wellennormalkomponente von P4 zu der Komponente senkrecht zu der von 
dem Wellennormalvektor und dem Gy:rofrequenzvektor aufgespannten Ebene ist bestimmt durch 

a) das äußere Produkt aus dem Gy:rofrequenz- und dem Wellennormalvektor, 
b) die PlasmeJ:requenz, und 
c) die Stoßfrequenz. 

~ 
Eine ähnliche Aussage über die entsprechenden Komponenten von E erhalten wir, wenn wir 

-+ 
die Wellengleichung skalar mit dem Vektor C14->< Y) multiplizieren: 

2 ➔ ➔ ➔ 2 ➔ ➔ ➔ ~ 
(n°) (E - 1+(!~•E))•(!+Y) ,. (nc) E•(1f~Y) • E•(~><.Y) 

➔ ·. ➔ . ➔ 
Hierin kann P4•(~x Y) durch P4.t4 ersetzt werden,darin wiederum 

2 _. ➔ 1 ➔ ~ X u+ ~ 
((nc) - 1) E•(f+>< Y) .. ~ P4•(~KY) a j --i';;- (P4•1't) • j (U - X) (E•f-t) 

Hieraus .folgt 

(nc)2 -1 

. j (U .., X) 

In dieses Verhältnis geht also, neben den oben schon aufgezählten Größen, auch das 
Quadrat des Brechungsindexes ein. Wie diese Größe in der Ionosphäre zu berechnen ist, 
wird uns in den folgenden Abschnitte~ beschäftigen. 



5.2.1.3 Die -Sonderfälle· longitudinaler und transversaler Ausbreitung 

In die erste Gleichung des vorhergehenden Usterabs~ittes 5.2.1.2 setzen wir die Vek
torgleichung für den Zusammenhang zwischen P~ und E ein 

➔ 1 ~ X _ _:;, ➔ ➔ ➔ ➔ _.~ 
!&.•E • - T-

0 
(f~•P4) • 2 2 (u-(1.t..•E) - jU((E .... Y)•f~) - C1.;,•Y)(Y•E)) 

T U (U - y) T -

~➔➔ ➔-,)➔ ➔➔➔ 
Unter Benutzung der Vektorformel (a><b)•c • (b>< c)•a • -(c><b)•a folgt, hieraus folgen-
de Gleichung für die Komponente· des E-Vektors in Wellennormalricht~: 

Diese Gleichung· betrachten wilr· flir· die beiden Sonderfälle, 
Longitudinaler Ausbreitung: t4 parallel zu f, t-f-~'t • 0 , und 

Transversaler Ausbreitung: _ t~ senkrecht zu Y, 1~-~ • o. 
➔ ➔ ➔ ➔ 

Bei longitudinaler Ausbreitung is1t Y•14- a Y und Y•E = Y (f4-•E). Setztt man dieses, in 
die Gleichung ein, so erkennt man sofort, daß sie nur. durch die Bedingtu:lg 

➔ 
f~•E • 0 

zu erfüllen ist: Bei longitudinaler Ausbreitung schwingt der E-Vektor. in einer Ebene• 
senkrecht zur Ausbreitungsrichtung und damit auch senkrecht zu:n Gyrofrequenzvektor. 
Dami~ vereinfacht sich die Wellengleichung (Abschn. 5.2.1.1, Ende) zu 

c:2 „ 1 ➔ xu -+ j ➔ ➔ Y + ➔ 
((n ) - 1) E „ To P4 „ Ü2 _ y 2 (-E + U (E><Y) +? (Y•E)) _ 

➔ ➔ - ➔~ 
Da nun weiterhin 1~ parallel zu Y und 1qi.•E a o, folgt nuch Y•E .= o. Für-diesen Fall je-
doch haben wir in Abschn. 5.1.2.2 zwei charakteristische Polarisationen des E-Vektors: 
kennengelernt, die sic::h dadurch auszeichnen, daß die von ihnen hervorgerufene dillektri-

~ ➔ 
sehe Polarisation P4 in die gleiche Richtung weist wie E: Für diese Hauptachsenrichtungen 
können wir nun aus der zuletzt angeschriebenen Gleichung die Brechungsindizes. bestimmen: 

4 _. 4o X ~ t 
Fü:r rechts- bzw. links-zirkula:a polarisierten E-Vektor ist P~ a P4,rechts a E 

linka U ± y 

hieraus folgt 

-+ 
Bei. transversa1e:r Ausbreitung verschwindet Y•f.ct,. • Wil?' i'ragen, ob es auch in diesem Falle 
eine,_ Welle mit transversal schwingendem E-Vektor geben kann, d.H. , ob die Bedingung f4°l 
• 0 .. - ~ 1t•i4 mt den oben angeschriebenen zusammenhängen zwischen E, i\ und 1t 
verträglich ist. Hierauf gibt uns die zweite Gleichung die Antwort, daß dann auch das, 
gemischte Ve~torprodukt ( t4x 1) 0 't verschwinden muß. Das ist jedoch nur _ möglich, wenn i 
parallel zu Y ist, aleo mit der in Abschn. 5.1.2.2 zuerstr angegebenen Hauptachse des Pole
r:l.sierbarkeitstensors übereinstimmt. In 'diesem Fall stimmt . die vom E-vektor hervorgerufene 
dielektrische Polarisation mit dem Wert für fehlendes Magnetfeld überein. Man bezeichnet 
diesen Wellentyp als "ordentliche Welle" (Index ord), den hierfür aU:s der Wellengleichung 
;folgenden Brechungsindex mit n~rd t 

_,. -. X-. 2 X 2 
P4 • P4, para1lel • - 40 U E ' !'qlglich: (nc)ord • 1 - 'O .. (nc)isotrop 

➔ ➔ 
Fa1ls E nicht parallel zuY ist, ergibt sich aus der zweiten Gleichung diases Abschnittes 

-➔ ➔ ➔ 
ein neuen·Ausdruck für das Verhältnis (f~•E)/((14xY)•E), den wir nachstehend mit dem am En-
de des Abschn. 5.2.1.2 abgeleiteten vergleichen. Aus diesem Vergleich folgt dann sofort ein 
Ausdrur.k für den diesem Wellentyp zugeordneten Brechungsindex n~x• Hierbei steht der Index 
ex für den ~erminusi "außerordentliche Welle", mit dem dieser Wellentyp bezeichnet wird: 

jX 

u2 _ y2 
xu 1 - 2 2 u - y 

jX (nc) 2 - 1 c 2 _ X (U - X) 
'"u2 _ y2 _ X U a . 1 folglich (n )ex= 1 - 2 2 j (U - X) , · U - Y - X U 
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5.2.2 Welleneigene Koordinatensysteme in der Ionosphäre 

5.2.2.1 Einf'ührung 

Wie in 2.1.3 und in 2.2.3 suchen wir ein Koordinatensystem, in dem die in 5.2.1 vek
toriell aufgeschriebenen Beziehungen eine mögli-chst einfache Form erhalten. In Kap. 2 
diente die - durch die Orientierung der Erdoberfläche vorgegebene - Vorzugsrichtung 
der z~Achse als Ausgangspunkt für die Konstruktion welleneigener Koordinatensysteme. 
Im magnetisierten Medium jedoch ist durch den Gyrof'requenzvektor eine weitere, ausge
zeichnete Richtung vorgegeben, deren Einfluß in der Koordinatendarstellung der Vektor
gleichUngen klar erkennbar bleiben muß. 

Die durch den Wellennormalvektor und die z-Achse aufgespannte Ebene werden wir wei
terhin als Ausbreitungsebene bezeichnen und mit der z,x-Ebene des kartesischen Koor
dinatensystems identifizieren( Abschn. 5.2.2.2). Für di~ Darstellung der Vektorgleichun
gen hingegen entnehmen wir dem vorigen Abschnitt den Hinweis~ nicht mehr die Ausbreitungs
ebene, sondern die vom Wellennormalvektor und vom Gyrofreguenzvektor aufgespannte 
Ebene als Bezugsebene zu wählen. 

Einen zu dieser Bezugsebene senkrechten 
Kreuzprodukt-Bildung (Bild 5. '-t- ) 

14-X; 
f ....1 - - ... ----""-------------~ -... -..,. -...., -. J 1 2' 

1 - c1+·r> 
einen zur Bezugsebene parallelen durch 

1 - .. (f4 ,< 1),< f+ 

✓?- - (t~//)2 

Einheitsvektor gewinnen wir durch .folgende 

Wenn die Stoßfrequenz vernachlässigbar klein ist (also in der hohen Ionosphäre),'eo 
zeigt der Einheitsvektor 1„ stets senkrecht von der Ausbreitungsrichtung fort zum 
Gyro.frequenzvektor hin. Bei hohen Stoßzahlverlusten erhalten d~.e Einheitsvektoren 
Imaginärteile (vgl. 2.2), deren räumliche Lage uns jedoch nicht weiter zu interessie
ren braucht, da mit den 'komplexen Einheitsvektoren formal genauso gerechnet werden 
kann wie mit reellen. 

In der Reihen.folge 1., 1~, f~ bilden die drei Einheitsvektoren ein Rechtsschrauben~ 
system. Der Gyrofrequenzvektor erhält in welleneigenen Koordinaten .folgende Darstel
lung: 

➔ y • 1 y + -- (Y-i • 0) 

➔ 
Hierin wird die Vektorkoordinate Y+ • (14- •Y) in der Literatur als "longitudinale 
Komponente", die Velctorkoordinato Y • (1 °1) als "transversale Komponente" des 

. . -
Gyrofrequenzvektors bozeiclinet (anstelle der bildhaften Indizes. und+ verwen-
det z.B. Budden (1961a) die Indizes T und L .). In der reellen Veranschaulichung 
ist Y. immer positiv. 
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Bild 5,.4: Welleneigenes Koordinatensystem 
in der Ionosphäre 
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5.2.2.2 Darstellung des welleneigenen Koordinatensystems im x,y,z-System 

Der Wellennormalvektor 1~ hat gegen die z'.'"Achse den (i.A. komplexen) Neigungswinkel G4- • 
Seine Komponenteniarstellu.og im x,y,z-System ist 

C • cos(04) • 

Die (komplexen) Richtungscosinua sehen wir in diesem Abschnitt als vorgegeben an. Im 

Abschnitt 5.3 werden wir zeigen, wie S und C zu bestimmen sind, wenn nur die x-Kompo
nente des (komplexen) Wellenvektors vorgegeben ist. 

Die kartesischen· Koordinaten des Gyrofrequenzvektors 

~ 
y -

. h•t~ 
sind reell und ergeben sich aus den geomagnetischen Koo.~r"i.inaten und Orientierung der 
Ausbreitungsebene relativ zum Magnetischen Meridian(::;. Abschn. 5.1.2~4). 

Für die longitudinale und transversale Vektorkoordinate des Gyrofrequenzvektors er
halten wir 

y 
• 

Die Richtungscosinus der Einheitsvektoren 

1 .. .. 1Xc•X +1yc„y + t Zc•Z und 1-1 • tXc-iX + 1yc-ly + 1 Zc-4Z 

erhalten wir aus den Definitionsgleichungen für 1„ und 1~ (Abschn. 5.2.2.1): 

➔ 
1.of>><Y 

v? - y; 
1 

+ 
y -
1 --y 
• 

Zur Darstellung aller drei Einheitsvektoren genügen al.so die vier Größen 
y 

C, S, c.y • Yly - und • 

In Matrizenschreibweise lautet der Übergang vom x,y,z-System zum welleneigenen Koor
dinatensystem 
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5.2.3 Räumliche Orientierung der Feldvektoren bei gegebenem Wellennormalvektor 

5.2.3.1 Ein.fiihrung der .E-Vektor-Polarisation in der Ionosphäre 

Im isotropen Medium bezeichneten wir als. "Wellenpolarisation" das Verhältnia zwischen 
dem TM- und dem TE-Anteil der Welle (s. 2.1.4). Als Bezugsebene für die Definition die
ser beiden Anteile diente die Ausbreitungsebene. 

Wir werden später sehen, daß es in der Ionosphäre nicht mehr möglich 1st, ebene 
Wellen in voneinander unabhängige TM- und TE-Anteile zu zerlegen, wie das in iso
tropen Ausbreitungsmedien der Fall ist. Die Ausbreitungsebene verliert in der Iono
sphär~ ihre physikalische Funktion einer Bezugsebene für die Zerlegung der Wellen. 
An ihre Stelle tritt die Ebene, welche von dem Wellennormalvektor und vom G;y:rofre
quenzvektor aufgespannt wird. 

Als E-Vektor-Polarisation bezeichnen wir das Verhältnis., der E-Vektor-Koordinate in 1 -
-t 

Richtung zu der in 1.-Richtung. Mit 

➔ 
1+>< y 

1 .. 
➔ ~ 
Y - 1,4) C1+ •Y) 

R- - C1t·Y)2 

lautet die vom Koordinatensystem unabhängige Definition der E-Vektor-Polarisation: 

➔ ➔ ➔ ➔ 
E•(1~ 'K. Y) E• (1.q,.>< Y) 

p-1 · - ~-((1'fl-">< 1)x 1+) - t.ct - 1'1'(t4'•1)) 

Wir übertragen nunmehr die Wellengleichung 
c2~ ➔ ➔ 1 ➔ 

(n) (E-1.qi.(1,t•E)) .. E+~P~ 

in welleneigene Koordinaten. Darin wird 

und 

Die unterste Zeile kennen wir schon vom Abschn. 5.2.1.2 her. Aus den beiden darüber
stehenden folgen die wichtigen Beziehungen 

D◄ - -D -
Aus der Grundgleichung 

rotc'l) -jk nc -'> 
-jk0nc(-1.E~ + 1~E.) 

➔ - (11'->< E) - • -jk
0

(Z
0
H) 0 

folgt .. ➔ ➔ 

p-f ~ Z0 H„ (Z0 H)•(Y - 1ll>, {14-•Y)) - - --- .. -
(z

0
"il)• (f+~ 1) E Z0 H~ -
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5.2.3.2 Berechnung der chara.kteristischen E-Vektor-Polarisationen 

Die in 5.1.2.1 abgeleitete Vektorgleichung für den Zusammenhang zwischen E und P~ 
(die "E-P~-Gleichung") lautet in wolleneigenen Koordinaten 

Die Kombination dieser. Vektorgleichung mit der Wellengleichung in der Form, in der sie 
im vorhergehenden Abschnitt benutzt wurde, liefert ein ·system von Zusru:imenhängen zwische~ 
den verschiedenen Feld-Vektorkoordinaten und dem Wellennormalvektor, welches wir in den 
folgenden Abschnitten ableiten wollen. 

Zunächst kombinieren wir die dritte Zeile der Wellengleichung mit der dritten Zeile 
der E-P~-Gleichung: 

{ 

X P{t nach Wellengleichung pL& jY 
• hieraus folgt: ~ a --•-

-jY.P ~➔ + u P~+ nach E-P~-Gleichung ---· -P~ ___ u_.• _-....;..x __ 

Mit Hilfe der zweiten und dritten Zeile der Wellengleichung läßt sich das: in eine· 
Beziehung zwischen E+ und E; Umformen: 

-~o E4-

~o ((nc)2 - 1) E-1 
hieraus folgt: 

E~ (nc) 2 - 1 - • -jY. ____ _ 
E-i U - X 

Eine Beziehung zwischen E. und E-i finden wir durch Kombination der ersten beiden Zei
len der Wellengleichung mit denen der E-P~-Gleichung: 

~eilen der zweiten Gleichung durch die erste: y2 

~ p:t-1 • (s. 5.2.3.1) • P-i • 
E. P~. 

-jY~ + (U - ~) P-f 

U + j~P-i 

rilhrt auf eine quadratische Gleichung filr P➔ 

+ 

mit den ~ösungen 

p➔1 • JC, Y+~u - X) • j,2 Y ~. - X),2 + ,) 'P_., • j(2 Y ~. - X) +/c-2-Y_(_:-___ X_)_/ + 1) 

y 
wobei P -t

1 
+ P -f

2 
• j __ .. ___ _ 

Y4 (U - X) 
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5.2.3.3 Berechnung der charakteristischen Brechzahlen 

Das Ergebnis des vorigen Abschnittes lautet verbal: 
Für eine ebene Welle, die sich in Richtung einer vorgegebenen Wellennorma1en im aniso
tropen, homogenen Plasma ausbreitet, gibt es nur zwei E-Vektor-Polarisat:ionen, die mit 
den Grundgleichungen des elektromagnetischen Feldes verträglich sind. 

Für jede dieser beiden "charakteristischen E-Vektorpolarisationen" ergibt sich ein 
charakteristischer Wert der B~echzahl nc, w~nn wir die erste Zeile der Wellengleichung 
mit der ersten Zeile der E-P~-Gleichung kombinieren: 

ils Abkü::zung :rühren wir ein folgende Hilfsgröße: 

'lO 
X 

u + ---..--
(nc)2 - 1 

1 X 
(U +--,...--) 

(nc)2 - 1 

Eine Bestimmungsgleichung für diese Hilfsgröße erhalten wir, indem wir die quadratische 
Gleichung für P~ mit (-jY~) 2 multiplizieren. Diese Gleichung hat eine besonders über
sichtliche Gestalt: 

'192 
y2 

2 - --'"-')O - y~ - 0 
U-X 

Ihre Lösungen sind 

y2 I y2 2 1 
Y: Jc2 

y2 2 
'101 „ 

.. -v (2 
.. ) + Y? 

t ')02 „ +~ + 
.. ) 2 (U - X) (U - X) ~ t 2 (U - :X) (U - X) 

Hieraus ergeben sich die charah-teristischen E-Vektorpolarisationen 

p➔1 - 1 ')() 
-jY-fa 1 ' p-f2 • -~~ ~2 

und die aharakteristischen Brechzahlen zu 

(~>2 X 
(n~)2 .. 

X - 1 1 -
u - 'l01 u - 102 

Diese. Schreibweise läßt am besten die :Beziehung zur relativen DK in der isotropnen 
Modellionosphäre erkennen (Abschn. 3~1, Ende) 

~r,isotrop • (nc)fsotrop '" 1 - ij 
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5.2.3.4 Berechnung der charakteristischen Längs-Polarisationen 

Abschließend fühl.•en wir noch Polarisationsgröß.en ein, mit denen die Wellennormal
komponente E• des E-Vektors erfaßt wird. Hierfür gibt es zwei Möglichkeiten, von 
denen im folgenden Gebrauch gemacht werden wird: Wir beschreiben dief "Längspolarisation" 

•i 
entweder durch das Verhältnis der Normalkoordinaten zur Senkrechtkoordinaten J:, 

! 
oder durch das Verhältnis der Normalkoordinaten zur ParalQelkoordinaten: 

p-f'-1 - i p,t-• - E4-
• 

E,41 ~ . Pif.-f.p-1 E_, .E. E-4 E • 

Die erste dieser beiden Polarisationen wurde bereits in 5.2.3.2 berechnet •. Wir drücken 
sie jetzt mit der Hilfsgröße· 10 aus.: 

jY X • ;!Y„X ----------(U - X) (U - 16) ) (U - X) (U + jY~P~) 

Hieraus: folgt P~. , ausgedrückt durch die Brechzahl,oder d~ch P.; ,oder durch ')() • -jY~P-4: 

E 
p.A .1 
"°• E -

Y U ((nc) 2 - 1) + X -Y. X')() 
• p,f> •P • ~ --------- • ---------

-i -i Y4- U - X Y~ (U - X)(U :-')O) 

jYa X P-1 ------------ jY X -
(U - X)(U + jY,+P~) 

5.2.3.5 Zusammenstellung der Beziehungen zwischen den Feldvektor-Koordinaten 

W:1.r !ass·en zusammen: Für jede Wellennormal-Richtung ergeben sich aus den Grundgleichun- · 
gen zwei mögliche, ebene Wellen, die sich voneinander unterscheiden 

durch ihre E-Vektor-Polarisationen, 
durch ihre Längspolarisationen, und 
durch ihre komplexe Brechzahl. 

ille diese charakteristischen Größen ergeben sich aus der Lage des Wellennormalvektors 
relativ zum Gyro!requenzvektor. ils zweckmäßiger Ausgangspunkt für ihre Berechnung dient 
uns die Hilfsgröße')(), welche als Lösung einer quadratischen Gleichung bestimmt werden 
kann (5.2,3.3). Hat man die drei Größen nc , P-f und P,1,4 bzw. P4- '2 „ P4--,\•P~ bestimmt, 
so lassen sich zwischen den fünf Feldvektorkoordinaten der zugehörigen ebenen Welle 

➔ -+ 
E(r,t)eb • 

➔~ 
Z0H(r,t)eb • 

<1.E. + 1-f-t + 14Et) exp(j(wt - k
0
nc (1+•1))) , 

_jk
0 

rot(t) • . nc(-1.E-i + 1-f,) exp(j(wt - k
0
nc (1+•~))) 

• (1aZ
0
H. + 1-IZ

0
H-I) exp(j(wt - k0 nc (14-•1))) 

Beziehungen angeben, die wir in der Tabelle 5.I zusammenstellen. 

W:1.r entnehmen dieser Tab.elle: Ist nur eine der fünf Vektorkoordinaten gegeben, so fol
gen die übrigen vier mit Hilfe der •Brechzahl und der charakteristischen Poiarisatio- · 
nen. Hieraus ergibt sich eine Reihe von möglichen Beschreibungsweise~ für .die charak
teristischen Wellen, unter denen wir die günstigsten aussuchen möchten. Zu diesem 
Zweck müssen wir zunächst die einfachen Grenzfälle der Ausbreitung im anisotropen 
Ionosphärenplasma diskutieren. 
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Tabelle 5.I Beziehungen zwischen den Feldvektor-Koordinaten einer charakteristischen 
Welle im anisotropen Ionosphärenplasma 

E E _1_ E 1 -1 ...1... Z H 1 - -E~ e ZOR-\ - - p ~ C p O • ... P4. n -f n 

E • p-f E. E-1 
1 ::1 ZOH• 

1 
ZOH-f 

-i -Et nc e P .... 
P4-4 n 

- - ·-
E4 • p+- E p+-t E-t E-4 

-1 Z
0

H„ 1 - nc P-f--i ne P4. ZOK.-i 

Z H • -nc P E -nc E c: 1 ZOH„ -P-1 Z0 H-t 
0 - -i • ~ -n - .- E,ti. 

P4-1 

ZOH-i „ nc E nc ...1... E nc 1 --1-ZH Z0 H-f a p -f - . - Ezf, p Q , -

-t P+• · -f 
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5.2.4 Diskussion ein.facher Fälle der Ausbreitung im Ionosphärenplasma 

Wir stellen einleitend die im vorigen Abschnitt 5.2.; abgeleiteten AusdrÜcke für 
die E-Vektor-Polarisationen, Brechzahlen und Längspolarisationen der charakteristi
schen Wellen zusammen: 

y2 .. 
2 (U - X)+ 

X 
(n° )2 • 1 - ----1,2 U t\/1 

- ~1,2 

✓ y2 2 i 
(-2 -•-·-) . + ~ 

(U - X) ,-

Diese AusdrÜcke sind im allgemeinen sehr schwer zu überblicken. Sie 7erein.fachen sich 
in den folgenden Grenzfällen: 

Y_,. 0 Wellennormalvektor paralleJ. zu Gyrofrequenzvektor Longitudinale Ausbreitung 

Y+ • 0 Wellennormalvektor senkrecht zu Gyrofrequenzvektor Transversale Ausbreitung 

Diesen Grenzfällen nähern wir uns über die N"riherungs!älle der 
2 . 

Quasi-longitudinalen Ausbreitung: , .·. · Y. 1 « 1 , und der 
2- Y4 (U - X) 

Quasi-Transversalen Ausbrei._, 1
2 

Y,i.~O • X) 1 >> 1 , 

5.2.4.1 Quasi-Longitudinale _AusbreitUilß 

In diesem Falle wird näherungF.weise 

P-42 • +;J 

Diese E-Vektor-Polarisationen beschreiben eine zirkulare Welle. Dementsprechend finden 
wir für das Brechzahl-Quadrat die gleichen Werte, die wir in Abschh. 5.1.2.2 aus rein 
anschaulichen Überlegungen heraus .f'ür ein zirkular schwingendes E-feld gefunden hatten: 

X X 
..: 

U + Y♦ _.•. 
Die Längspolarisationen werden 

;JY X .. +yx - -t 

Im Grenzfall Y,. • 0 v:erschwindet die E-Vektor-Koordinate in Wellennormalrichtung, 
beide Wellen sind dann zirkular polarisiert, ihre E-Vektoren rotieren gegensinnig um 
die Richtung des Gyrofrequenzvekt_ors. Sie sind dann parallel den zwei .rotierenden Haup't.
achsen des Polarisierbarkeits-Tensors,' den wir in 5.1.2.2 kennengelernt haben. 
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Die Richtur;gen der gegensinnig rotierenden E-Vektoren beschreiben wir nun durch zwei 
rotierende Einheitsvektoren 1ry- • und 1~, die mit 1~ eine Rechts- bzw. Linksschraube 
bilden: 

1~ .. 1„cos(wt) + 1-lsin(wt) , , 1~ • 1.cos(wt) - 1 ➔sin(wt) 

In komplexer Form lautet diese Darstellung 

Ein rechts- bzw. links-zirk\üar schwingender E-Vektor 

bzw. 

ha.t demzufolge die E-Vektor-Polarisation 

bzw. 

Wir können a1so die beiden charakteristischen Wellen bei longitudinal.er Ausbreitung 
als zwei zirk\üar polarisierte Wellen identifizieren. Die Rotation ihres elektrischen 

' , . 
Vektors bildet mit dem Gyrofrequenzvektor eine Rechts- bzw. Linksschraube. 

Die beiden charakteristischen Wellen erleiden bei longitudinaler Ausbreitung unter
schiedliche Dänpfung. Das erkennen wir, wenn wir die beiden Brechzahl-Quadrat:e in 
Real- und Imaginärteile zerlegen: (Wi:r setzen ein U • 1 - jZ, vgl. 3.1) 

2 X (1 + Y~) X Z 
(n1c) .. 1 ;.. ------ j -----,..---,.. 

. (1 + Y~)2 + z2 - (1 + Y~)2 + z2 

X (1 - Y~) X Z 
(nc2)2 • 1 - ----...----.. j 

(1 - ~)2 + z2 - . (1 - Y~) 2 + z2 

Bei del!' Ausbreitung sehr langer Wellen (f ~ 30 kHz) wird Y~ dem Betrage nach erheblich 
größer als 1. Dann vereinfachen 13ich die beiden Formeln zu 

C
. 2 x r... x z 2 x YA x. z 

( ) 1 ______ ... _ " ...,__ (~) - 1 + --,..---....... " 
n:1 · "' . - 4 + z2 - " y! + z2 , -<! ~ + z2 - " -y♦""2-+--z"'2 

Für extrem lange Wellen (f~3 kHz) wrd der Faktor X • ~/w2 auch bei den in der tie.fen 
ionosphära: auftretenden geringen Elektronendichtewerten so groß, daß die zweiten Summan
den dem Betra.g'e nach erheblich größer werden als 1 .• Dann wird da.s unterschiedliche Ver
halten der beiden Vl:llentYl)en besonders deutlich: Wir nehmen zunä_chst an, daß s:hch d.ie 
Wellenpara1lei zu Y ausbreiten~ daß Y,t,. also positiv ist • . Dann liegt (n~) 2 im dritten, 
(n~) 2 im vierten Quadranten. Die zugehörigen Quadratwurzeln liegen beide im vierten 
Quadranten (die Imaginärteile beider •nc müssen negativ sein!), der Winkel von n~ jedoch 
liegt erheblich näher bei - 90°' a1s der. von n~. Das heißt nichts anderes:, als daß der 
Imaginärteil von n~ größer _ist als der von n~, daß o.lso die Welle 1 eine größere· Dämp
fung erleidet. als Welle 2. Umgekehrtes Verhalten tritt ein, wenn sich beide Wellen iil gs .... 

nau entgegengesetzter Richtung zu 'l ausbr~iten, Y4 also negativ ist. In jedem Fall kann 
sich ein zirk\üar polarisierter WellentYl) par'al.lel . zu den magnetischen Feldlinien m11t 

geringer D~fung ausbreiten. Diese Tatsache filhrt auf das Phänomen der Whistler· (siehe 
z.B. Kertz, 1971, s. 390). 



5 - 18 

5.2.4.2Quasi-T.ransve.rsale .A.usbreitUDfj 

Im Falle der Quasi-Transversalen Ausbreitung wird näherungsweise 

y2 
. -

2 (U - X) 

j . . . . 2 Y (U - X) zl 
(1 + . 1 + ( ~ 2 . ) } . 

y . -
,V 

• 
y2 y4' (U - X) 2 

• c1 + .c1 + 2 c y2 ) ) 
2 (U - X) • 

~ (U - X) 
y2 

• 
Im G.renz.filtl.l Y~ ➔ 0 geht; 

p-f1 ➔ 0 

' p-f1 

und 

d.h.: Der E-Vektor von Welle 1 schwingt in der .Be~sebene, seine, --1 -Komponente ist Mull, 
der E-Vektor von Welle 2 schwingt senkrecht · zur Bezugsebene, seine= -Komponen-
te ist Null. 

Für die Längspol8:t'isationen erhalten wi.r folgende Ausdrücke: 

# (U - X) 
(U - :X)(U + . y2 . ) .. . 

' 

Im G.renzfa11 Y4--➔ O gehen beide 

U (U - X) 

p4'-f2 • 
U (U - X) - y2 -

jY X -

Y4'(U - X) (U (U - X) - '?!) 
P+~ gegen endliche Werte 

jY X p ~ ___ ._ .. ___ __ 

♦--12 U (U - X) - y2 .. 
Für Welle 1 geht jedoch gleichzeitig die, -Komponente E-i gegen Null. Daher muß auch 
die Wellennormal.komponente verschwinden: Welle 1 geht bei transversaler Ausbreitung 
in eine linear· polarisierte Welle über, deren E,-Vektor parallel zum Gyrofrequenzv.ektor 
schwingt. Entsprechend v.erschwinde11, das Verhältnis P4',.1 im _Grenzfall Y~ ➔ O • 

Für Welle 2 verschwindet im Grenzfall Y*70 die• -Komponente, entsprechend geht 
das; Verhältnis P* .. 2 gegen unendlich. · Die . Wellennormalkomponente beh, lt einen endlichen 
Wert, die Welle geht also in eine elliptisch polarisie:ote Welle übefi , deren E-Vektor 
in der · zum ~ofrequenzvektor senkrechten Ebene schwingt. 

Für . die Brechzahlen n~ und n~ erhalten wir im Grenzfall Y+ ➔ 0 folgende Werte.: 

X 
1----- ➔ 1-! 

U - ')()1 U 

X X (U - X) 
t (n~)

2 
D 1 .- ----~1 - -------

. U - ')02 U (U - X) - ~ 

Die Brechzahl (n~) stimmt also mit dem Wert für fehlendes Magnetfeld überein (vgl. 
3.1 und 5.1.2.2). 
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5,2,4,3 Ordentliche und außerordentliche Welle 

Bisher war di.e Unterscheidung zwischen Welle 1 und Welle 2 eine rein mathematische: 
Wir definierten sie 
Gleichung flir ')() =

ti ves für Welle 2). 

durch das Wurzelvorzeichen in der Lösung der quadratischen 
-jY.;l-4 (s, 5.2.:;.:; , negatives Vorzeichen für Welle 1, posi-,, 

Die transversale Ausbreitung gibt uns nun ein physikalisches 
Unterscheidungsmerkmal an die Hand, In diesem speziellen Fall ist der Brechungsin- . 
dex der Welle 1 vom Magnetfeld völlig unabhängig. Für Welle 2 hingegen gibt es keine 
Ausbreitungsrichtung, bei der das Magnetfeld den Brechungsindex ungeändert läßt, 
Aus diesem Grunde wird Welle 1 fortan mit der physikalischen Bezeichnung "ordentliche 
Welle" , Welle 2 mit "außerordentliche Welle" versehen. Die Indizes 1 und 2 ersetzen 
wir durch die (umständlicheren , aber physikalisch begründeten) Indizes "ord" und "ex". 

Die beiden Wellentypen der ordentlichen und außerord~ntlichen Welle treten im anisotro
pen Medium an die .Stelle der TM- und TE-Welle im isotro1;en,· Wir suchen eine Schreibwei
se, welche diese Analogie so weit wie möglich sichtbar werden läßt. Dabei lassen win· 

uns von folgenden Überlegungen leiten: 

a) nach ;.2,:;.5 (Tabelle 5,I) ist es möglich, jede der beiden Wellen durch ihre 
E-Vektor-Polarisation, ihre Längspolarisation, ihre Brechzahl und eine einzige 
Feldvektor-Koordinate zu beschreiben. 

b) Diese Feldvektor-Koordinate muß so ausgesucht werden, daß für jede beliebige 
Ausbreitungsrichtung jede andere Feldvektor-Koordinate ausgerechnet werden kann. 
Hierbei müssen wir die zuvor behandelten Sonderfälle der Ausbreitung besonders 
beachten. 

Der Sonderfall der longitudinalen Ausbreitung fübrt dazu, die Feldvektorkoordinate E4-
für die Beschreibung der Welle auszuscheiden: Diese verschwindet nämlich bei longi
tudinaler Ausbreitung, sodaß die übrigen Feldvektorkoordinaten in diesem Fall nicht 
aus E+ berechnet werden können. 

Bei transversaler Ausbreitung verschwindet 
E~ und damit Z

0
H„ flir die ordentliche Welle, (vgl. 5.2.3.5 1) 

E. und damit Z0H➔ für die außerordentliche Welle, 

sodaß E-1 und Z
0
H

0 
für die Beschreibung der ordentlichen, E. und Z

0
H-i der außerordentlichen 

Welle ausscheiden. 

Es verbleiben folgende Möglichkeiten: Für die Phasenfaktoren schreiben wir 

~ord a (wt - k0 n~rd (ri~ 1+)) , <eex • (wt - k0 n~x (t• 1t)) 

Die ordentliche Welle schreiben wir entweder · 
➔ -'t 
Eord(r,t) .. (1. + 1-r-4ord + 1+P.fi•ord) E•ord exp(;J<eord) , daraus folgt 

~ ➔ C . 
ZoHord(r,t) " (-1.P-ford + 1-i) nord E.ord exp(j~ord)' 

~ 

z)tord(i,t) • (-1.P~ord + t-4) Z0 H;ord. ~xp(j 'eord) , daraus folgt 

➔ ➔ . _j__ . . 
Eord(r,t) • O .. + 1-r4ord + 1*P'l'aord) c ZOH-iord exp(;J'eord) • 

nord 
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Die außerordentliche Welle schreiben wir entweder 

➔ .... 
Eex(r,t) ., 

zo'i!ex<1,t) .. 

oder 

➔ ➔ 
Z

0
H

8
x(r,t) .. 

(1= ..1.... + 1-1 + !4-P4i~ex) E-1ex exp(j<eex) , daraus folgt 
p-4ex 

(1. - f-4 -:;1--) (-n~x) E-½ex exp(j~ ex) 
-4e::.c 

(1 - 1 . - 1-) „ -1 p 

(1 .. _1_ + 
P-tex 

~X 

Die Wal:.J zwischen ciie.,en Möglichkeiten ist eine Geschmacksfrage, die wir in. möglichst 
enger Anlehnung an unsere Beschreibung des elektromagnetischen F~ldes im isotropen 
Medium entscheiden: 

Die ordentliche Welle wird im folgenden mit Hilfe von Z
0
H-lord, die außerordentliche 

mit E-fex beschrieben. Der Index -t wird dabei im folgenden weggelassen. 

Die Längspolarisation wird. für die ordentliche Welle durch P,4>,.ord , fü.r die außeror
dentliche durch P~➔ex becchrieben. Die Indizes -1 und • werden hierbei im folgenden weg
gelassen. Wir bezeichnen demnach im folgenden 

E 
p .p -~ 
4ex .f,. ➔ex E 

-tex 

Damit erhalten wir die für den Rest dieser Ausarbeitung verwendete Schreibweise fü.r 
die ordentliche und außerordentliche Welle (Phasenf'aktor nicht mitgeschrieben): 

Es muß an dies.el?' Stelle jedoch darauf hingewiesen werden, daß die hien· verwendete: 
Untersoheidung zwischen ordentlicher und außerordentlicher Welle nach dem Wurzelvor-
zeichen auf Schwierigkeiten führt, da.man nicht allgemein angeben kann, welchem Blatt 
der Riemannschen Ebene der Radikand 

2 

1 + ( 2 Y* ~U - X) ) 
y -

zuzuordnen. ist. Standart-Rechenprogramme (wie z.B. die Routine CSQ,RT im FORTRAN IV) be.
rechnen diejenige Wurzel, deren Realteil positiv ist. Bei Verwendung eines solchen Ver
fahrens gilt :für die Unterscheidung zwischen ordentlicher und außerordentlicher Welle 
ein von Booker angegebenes Kriterium (s.z.B. Ratclitre, 1959): 

Ist ·:x: < 1, so gilt das Minus-Zeichen fü.r die ordentliche,, 
das Plus-Zeichen fü.r die außerordentliche Welle. 

y2· .. ·. 

1 _
2 
;; 1 , so gilt die gleiche Vorzeichenzuordnung, jedoch Ist X> 1 und Z < 

isiL X :> 1 und Z > L~J , so .gilt das Plus-Zeichen fü.r die ordentliche Welle, 
~ das Minus-Zeichen fü.r die außerordentliche. 
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5,3 Wellenpaare im homogenen, anisotropen Ionosphärenplasma 

5.3.1 Einführung der Größe gc für die ionosphärische Ausbreitung 

In isotropen, homogenen Medien lernten wir Wellenpaar_e als Lösung der in kartesischen 
Koordinaten aufgeschriebenen Grundgleichungen kennen. (Absclin. 2.3 und 4.2.2) 

Imi anisotropen Plasma werden die Dif!erentialgleichw:igen erheblich komplizierter. Wir 
verschieben ihre explizite Niederschrift . au! das 7. Kapitel und nehmen hier nur die 

. (einigermaßen plausible) Tatsache vorweg, daß auch im anisotropen Medium die Lösungen 
zu "Wellenpaaren" aus "aufsteigenden" und "absteigenden" Wellen zusammengefaßt werden 
können. Das gemeinsame Merkmal zweier Wellen, die ein Wellenpaar bilden, ist die x
Koordinate ¾ ihres komplexen Wellenvektors. 

Wir setzen - wie in allen vorhergegangenen Betrachtungen - voraus, daß die z,x-Ebene . . . 
.1.usbreitungsebene ist, das Feld also von der Ortskoordinate Y" nicht abhängt. Den kom-
plexen Wellenvektor stellen wir dar durch die Vakuumwellenzahl k

0
, die Brechzahl. nc 

und den komplexen Neigungswinkel Q+ des Wellennormalvektors gegen d:!Je z-AchEJe: 

Wie in Kapitel 3 und 4 ist die Größe ncS durch den Sinus 6
0 

des Neigungswinkels einer 
von. unten her schräg auf die Ionosphäre ein.fallenden, ebenen Welle';Hftrch das Brechungs
gesetz vorgegeben: 

s 
0 

daher 

Für die Größe n°C !Uhren wir, in Anlehnung an Booker (s. Budden, 1961a), die Abkürzung 

Diese elementare Beziehung gilt, als Ausdruck des Brechungsgesetzes, auch im anisotropen 
Plasma. 

Durch S
0 

ist mithin die x-Komponente der Wellenvektoren aller in der Ionosphäre sich aus
breitenden Wellen vorgegeben. Damit haben wir, im Vergleich zu Abschn. 5.2, eine neue Si
tuation vor uns: Dort war der Wellennormalvektor 14- vorgegeben, und wir fragten nach 
den charakteristischen Feldvektor-Polarisationen und Brechzahlen, die sich aus den Grund
gleichungen ergeben. Hier ist nun die x-Komponente ~ .. k

0
S

0 
des Wellenvektors vorgege

ben, und wir fragen nach .den z-Koordinaten kz • k
0
ncC a k

0
qc der Wellenvektoren 

der zugehörigen au!- und absteigenden, ordentlichen und außerordentlichen Welle. 
' . . 1 

Im isotropen Medium erledigte sich diese Frage durch das Brechungsgesetz, da dort die 
Br~chzahl nicht von der Ausbreitungsrichtung abhängt: Aus gegebeneJ s0 ·und nc konnten 
wir q0 sofort nach der obenstehenden Gleichung hinschreiben. 

Im anisotropen Medium hingegen .ist d:iie Brechzahl von dem unbekannten Neigungswinkel 
des Wellennormalvektors abhängig. Daher kann das Brechungsgesetz zur Bestimmung von q0 

nicht gebraucht werden. 

Zur Bestimmung von q0 aus gegebenem S
0 

gehen wir aus vDn der in 5.2.3.3 angegebenen 
quadratischen Bestimmungsgleic:•.ung !ür ')() : Hierbei können wir die obenstehende Be
ziehung zwischen (n°) und (qc) ausnutzen, um qc mit Hilfe von?() zu bestimmen: 

y2 
,w2 - __::_')() - ~ - 0 

U-:X: T 

(wegen C~ • 1 - S~) • Bat ma.n also')() bestimmt, so ergiht sich nc und qc nach 

:X: 
·, 

u - ')() 
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5-3~2 Aufstellung der Bestimmungsgleichung für gc ("Booker Quartic") 

In d.ie BestimmUDgsgleichung für ?O ist einzusetzen 

Damit wird die Beatimmungsgleichung 

2 y2_~ _;, 
10 - _ ___,_'l() .. 1'.+ -

U-X 0 -

Umformung des dritten Summanden: 

· Y.f . Yf . X 
_;,_,_,;z:_ (U „ X -W) • _,;i;;_ (-X- . 2 ~) 
U - X U - X (q0

) - C 
0 

'' Die weiteren Umformungen haben den Zweck, die Bestimmungsgleichung für qc so wenig 
wie;m6glich von einer quadratischen Gleichung für die Hilfsgröße W abweichen zu lassen. 

s2o v2 x s2 y2 x 
"'x O X ( 

------ • -- u+ c2 u - x (q0
)
2 - c2 u - x (q) 

0 

U-X 

c2o y2z co2 X y2z(X - U co2) 
(1 + ------) X • -- (U + ---.,.---..) + ----------

(qc)2 - c2 u - x (qc)2 - c2 u - x 
· 0 0 

Wir erhal.ten rur die Bestimmungsgleichung folgende Form 

; Abgekürzt: 

• 0 

Das ist dann eine re:l,n quadratJsche Gleichung für ?() , wenn der "Störkoeffizient" B
8 

verschwindet. Das tritt dann ein,· wenn ' 

entweder S
0 

• O: 

oder Yx • 0: 

Dann trifft die .ein.fallende Welle senkrecht auf,' die Ionosphäre au!, 
C

0 
wird gleich 1, qc gle:1.ch n°, die Bestimmungsgleichung wird mit 

derjenigen für nc (Abschn. 5.2.3.3} identisch, 

Das· ist bei vertikal gerichtetem Magnetfeld, also im Gebiet de:r 

magnetischen Pole der Fall; 

oder Yz • 0 Dann haben wir Ausbreitung bei horizontalem Magnetfeld, also in 
der Gegend des erdmagnetischen Aequators. 
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5.3.3 LösungderBooker-Quartie 

5,3.3.1 Lösung bei verschwindendem Störglied (Nullte füiherung) 

Falls das Störglied 13
9 

• 0, so können wir, 

schreiben ✓ 2 . 
,o(O) • B1 - B1 + B 

ord 2 4 o 

entsprechend Abscbn. 5.2.3.3 und 5.2.4.;, 

70(0) • B1 + / B~ + B 
ex 2 4 o 

Dann ergeben sich aus X (qc)2. 02 ___ _ 
0 tJ-')O 

vier Lösungen der Bestimmungsgleichung !ür qc, die jeweils einer au!- bzw. absteigenden 
ordentlichen und außerordentlichdn Welle entsprechen: 

al? • 41'(0) • + /c2 _ X ·. 
-. ord. o U _ "7(0J 

ord. 

qc 
4
,t-(0) 

2 „ ex • 

5.3.3.2 Erste Ira.b.erung bei sehr kleinem Störglied 

Ist das Störglied Bs von Null verschieden, so ·betrachten wir die soeben aufgeschrie
bene Lösung .als nullte lfäherung !ür die richtige Lösung. (Durch den hochgestellten, 
eingeklammerten Index wollen wir den Grad der Näherung andeute~ Diese Nu1lte lfäherung 
verwenden wir zur Bestimmung einer verbesserten Lösung, indem wir sie in das Störglied 
der vollständigen, quadratischen Gleichung einsetzen: 

2 
) 

Der Index j ( .. 1 ••• 4) bezeic.hnet die vier Lösungen in der unter 5.3.3.1 angegebenen 
Reihenfolge. Wir können diese • Gleichung als Bestimmungsgleichung für 

IJQ ( 1) 
j 

X 
• u + .· 2 

•. (q~1)) - o; 
ansehen, in de~~onstante Glied, im Vergleich zur Bestimmungogleichung !ür ?o3°> , um 

geändert wurde. 

Um die hierdurch hervorgerufene .Änderung 

dq(0) 
/j,._qc. :::L~13(o) 

j dB o,j 
0 

zu bestimmen, schreiben wir 

( 0) ~ ;_-~-2-· -, 
'lO • - .. +s • -+B - · j 2 Vj . 4 o 

mit svj -{~ :: : : :: : 
und 

/ 2 . X 1 

sqj• VC0 - (ö) 
u - ')Qj. 

fli:r j • 1, 2 

für j „ 3, 4 
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Die Berechnung ergibt damit 

!'olglich 

Schreiben wir diese Lösungen einzeln au!, so erkennen wir, daß die q-Wertle für die~
und absteigenden Wellen nicht nur .dem Vorzeichen nach, sondern auch dem Zahlenwert. nach· 
verschieden aus!'allen: 

X 

(')O(O) - U) 
ord 

X 

(?lf:.O) - U) . 
ex 

B
8

. X 
2--- -----

2 /1J1 +· B. · (w(O) U) VT o ord - · 

~ 1) • - /4~ -U - ~~) + 2 ~ (?!)~;) -U) 

5.3.3.3 Iterative Bestimmung von gc 

Die Weiterfi.ihrung der Annäherung bietet keine prinzipiellen Sc:hwi'erigkeiten: Aus einer 
i-ten miherung berechnen wir . die (i+1)-te füiherung n1ch 

X 2 X X q(i) 
(U + ( (1+1))2 · .. . · 2) - B1 (U + (q(i+1))2 _ c2) - (Bo - 2 Ba. (q(i))2j _ c2) • o 

4;t.: - Co j o;, j a, 

Das betrachten wir als quadratische Crleichung für "J0?+1) , deren konstantes Glied.! Bi!r), 
sich im Vergleich zu dem konstanten Glied. der Gleichung .rür die 1-te ?fäherung, BiJ t 
geändert hat um 

Man erhält als nächstfolgende Verbesserung 
. . . - · . dq(i) d'JO(i) 

qC,i+1) • q(i) +_öq(i) • q(i) +:..::.L__:.::.1_jy,(i) , 
.1 .1 ,1 . .1 d?Ow ~ 0,,1 

. . . j . o,j 
wobei die Ableitungen genauso _berechnet werden können, wie beim Übergang von der nullten 
zur ersten lfäherung. 
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6.1 Einfübrunp; der Matrizenscbreibwe:!.se -

6.1.1 Wellenpaar-Ansatz im Vakuum 

6 - 1 

Wie in Kap. 3 nehmen wir an, daß unterhalb der Ebene z = 0 Vakuum sei, und daß ober
halb z • 0 die Elektronendichu und die Stoßzahl einen endlichen, .konstanten Wert haben. 
Dann haben wir unterhalb z • 0 ein TM- und ein TE-Wellenpaar mit vorgegebenem Neigungs
winkel Q+o anzusetzen: (cos(Q* 0 ) • C0 , sin(Q-fl-cl • S0 ) 

➔ ➔.,. -++ 1' 
Zo8 tmc • Zci1tmo + ZoHtmo • \,.(ZoHtmo + Zo8 im.o) 

. f . . + 
• 1y(Z

0
HL

0
exp(-jk

0
C

0
z) + Z

0
H~

0
exp(+jk

0
C

0
z)) exp(j(wt - k

0
S

0
x)) 

Die Horizontalkoordinaten vereinigen wir nun zu einer Viererspalte, des-gleichen die Be
träge der Feldvektoren. Der ZusSlllillenliang zwischen diesen beiden ?Palten (vgl. 3.2.1) 
wird dann durch eine 4 X 4-Matrix vermittelt: 

E.,x: C0 0 -00 0 Z0 Him0 

zo~ 0 Co 0 -Co Eieo - • i Z0Hy 1 0 1 0 ZoHtmo 

-E y 0 1 0 1 
-1, 

Eteo 

Vollständige Analogie zu Abschn,. 3.2 

mit deren Hilfe die Matrizen-gleichung folgende Gestalt erhält: 

I.n dieser Schreibweise werden die Reflexionskoeffizienten Rtm und Rte (vgl. 2.3.3) zu 
einer "Reflexionsmatrix" _i verei~gt, desgleichen die Horizon.talkomponenten-ver
hältnisse Ltm und Lte.. zu einer "L~Matrix" 

py • ("::y) • ( L: :J r.;J • ~• px 
y . · .. 

•! • ("o~) 0 (¾,, O \T0H~•) • !• J?l 
Eteo O ¾Ei) . ·. , Eteo 

Die Matrizen~ und~ sind hier in .der Diagonalform niedergeschrieben, die sich aus 
der Reflexion an isotropen Ionosphäreri-Mödellen ergibt (Kap. 3 und 4). Wir werden in 
diesem Abschnitt sehen, daß durch die Anisotropie auch die außerhalb der Hauptdiagona
len von !t und !l stehenden Glieder ungleigh Null werden. Dadurch ändert sich jedoch 
an der formalen Auflösung des ZusBlllillenhanges zwischen den Horizontal-Koordinaten und 
den Feldvektor-Beträßen nichts: . 
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Die :uatrizengleichung kann in genauer Analogie zu Abschn. 3.2.3 umgekehrt werden: 

(
1]'fl) ( F1') ( + I 
~ . ~- .,; . ; 4 ; 

0 

Damit folgt für den Reflexioyü'aktor die Allgemeine Matrizenform 

!! • (f:Co-!)•(f:Co+;p-1 

Durch diese Gleichung wird die Berechnung der Reflexionsmatrix reduziert auf die Berech
nung der L-Matri:x: 

6 11,2 Matrixform des Reflexionsfaktors der isotropen Modellionosphäre 

Zur Einübung der in diesem Abschnitt verwendeten Schreibweise wiederholen~ die 
Reflexionsfalctorberechnung von Abschn. 3.2~3 

In der isotropen Modellionosphäre setzen wir oberhalb der Trennebene je eine a.u.fsteigendo 
TM- und TE-Welle an: 

z
0
ittm „ 1?

0
H.fun • 1?

0
Hi exp(-jk

0
n°c z) exp(j(wt - k0 S

0
x)) 

t'te .. -1YE:e • -1Y Ei e:icp(-jk0n°c z) exp(j(wt - k0S0x)) 

Für den Zus8llllllenhang · zwischen den Horizontalkoordinaten und den Feldvektor-lfoträgen 
erhalten wir folgende Matrizen!orm: 

(

qc t) /tr ZoHtm 
qc ,f' 

~~( :~im) -
Ete 

Hierin ist für die isotrope Modellionosphäre C gleich der linheitsmatrix I. Für . . ay u 

die L-Matri:x: erhalten wi:t' die allgemeine Darstellung 

Bei isotroper Reflexion ist~ eine Diagonalmatrix 

L - : 
cr1., 

0 

Das hat zur Folge, daß auch -!! eine Diagonalmatrix wird 

- 1) 0 0 

R_ • (T, C - I) • (L C + rr1 • W O ~ • 0 • · 
1 



6.2 Berechnung des Reflexionsfaktors für die anisotrope Modellionosphäre 

6.2.1 Die charakteristischen Wellen in der Ionosphäre und ihre 
welleneigenen Koordinatensysteme 

In der anisotropen Modellionosphäre haben wir - anstelle der TM- und TE-Welle - je 

eine aufsteigende Welle vom ordentlichen und vom au.ßerordentlichen Typ anzusetzen. 
Die x-Koordinate ~ der Wel~envektoren beide.r Wellen ist durch das I Brechungsgesetz 
vorgegeben: 

(vgl. Abschn~ 5.3) 

Diez-Koordinaten werden durch die beiden "aufsteigenden" Lösungen der Booker-Quartic 
bestimmt: 

. kt 
z ex "' 
' 

(Die hochgestellten Indizes~ lassen wir in diesem Abschnitt weg, da wir in der homogenen 
Modellionosphäre nur aufsteigende Wellen betrachten wollen.) 

Die Wellennormalvektoren der beiden aufsteigenden, charakteristischen Wellen sind 
1 

1 
.12 +s2 yqex o 

Damit ergibt sich für jede Welle 
te des Gyrofrequenzvektors, sowie 
1~ und 1,. (Abschn. 5.2.2) : 

die Wellennormalkomponente und die Transversalkomponen
die Richtungscosinus der welleneigenen Einheitsvektoren 

Y♦ • tfL.j , Y. .. # - if , 
In Abschn. 5.2.2.2 hatten wir gesehen, 
tem die beiden Richtungscosinus 

C •:r 

bekannt sein müssen: 

.. ....!JL. und 
y 

• 

1 -
daß !ü::- den Ubergang vom (x,y,z)- zum ( .. ,-4,'l")-Sys-

Für die Umkehr dieses Zusammenhanges drücken wir C und S durch q, S
0 

und nc • Vq2 + S~ aus: 

Weiterhin folgen aus den q-Werten die ~Vektor-Polarisationen und Längspolarisationen: 

• E4ord 1 X E-lex 1 X 
p➔ord .. (U + 2 2) t p4ex = -- (U + 2 2) 

E•ord -;jY+ord qord Co E -jY4iex =ex qex - o 
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Damit hal:-en wir alle Größen zusammengestellt, die wir brauchen, um den Ansatz !ür die 
beiden aufsteigenden Wellen in der Ionosphäre zu formulieren. Entsprechend den Überle
gungen in Abscbn. 5.2.4., drücken wir die ordentliche Welle durch Z

0
Il--ford , die außer

ordentliche durch durch E-fex aus : 

➔ ( . . 1 1 · . C ,t 
ZoHex • -t;;. + + ~)ex nex Eex 

Damit ergibt sich filr das Feld im anisotr.open Medium folgende Koordinatendaz·stellung im 

x,;y,z-System: 

C~l . r· .-iY -· •., 

so 

Cl 
qc-4;y -q c.7 so -1) 1 . t 1 1 C Z H • - ncc ncc ö ncc C 0 . 1 . ••nord + C n c

47 
. 

: nex Eex 0 ;y nc a;y ~ •Y 

. ZoHz . ord -Soc-ly Soca;y 

nex 
q · 0 -soc-ey S0 c.

7 
q 

.ord ord ex ex 

6.2.2 Matrixdars·l;ellung der horizontalen Vektorkoordinaten 

Aus der obenstehenden Darstellung des Feldes in der Modellionosphäre ziehen wir die 
x- und y-Koordinaten heraus und. ordnen sie in der in 6.1 eingefilhrten Weise: 

( 
~) ( : 2 (q Ce_., - •.,?) + 

8,,P4-l 0,a ~ (q (~ - •.,? + 
8."+l•J. (zoatrd) (nord) nex -i 

••~ • ~rd (--e_.,l'., - •.,>.,,,_ •ex (-e-iY . ;•:riex . • E!, 
nord -t 

Die Polarisationen und Richtungscosinus fassen wir zusammen in folgenden Abkürzungen: 
• 
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Damit gelangen wir zu den Matrizengleichungen 

C') . ( ~)- (+ c.r ... + 8oP+>ord 
...1. (q,..,. + s p ) ) o ord 

C o 4- e:x: nc 
.Jl':x:: 

nord nex ord •C•J't . •X 

4ord r:d 
pte t 

zo~ 4ex ex Eex 

("J r~r~ C rt,,.) (~!.) :r:tex ex. 
• C • pt 

Fy • • • nord ay-
rte ,., te 

E!x y orct ex 

E:!;n Vergleich mit Abschn. 6.1.2 zeigt auf den ersten Blick, um wieviel komplizierter 
die Berechnung des Reflexionsfaktors durch den Einfluß der Anisotropie wir~. Ehe wir 
diese Berechnu,ng vorführen, soll die physikalische Bedeutung der Elemente der Matrizen 
2x und 2y noch etwas weiter überlegt werden. 

6,2.3 Die-.·'horizontalen Polarisations-Verhältnisse der charakteristischen Wellen 

Die Matrizengleichungen der vorhergehenden Abschnitte besagen: Das Feld oberhalb z • 0 

ist aus zwei aufsteigenden, charakteristischen Wellen zusammengesetzt, deren jede· durch 
eine Lösung der Bookerquartic, durch eine Brechzahl, einenE-Vektor- und eine Längspola
risation gekennzeichnet ist. Daraus folgt für jed~ der beiden Wellen, daß auch die 
horizontalen Koordinaten ihrer Feldvektoren untereinander bestimmte, charakteristische 
Verhältnisse haben. 
a) Das: Verhältnis. (Z

0
~)/(-E) ist für jede der beiden Wellen gleich ihrem q-Wert: 

ZJ!x y . Z ~ 
(-=E"":) • 4ord ' (~) • 4ex 

y ord . y ex 

Diese Beziehung entspricht der Beziehung (Z
0
Hx)/(-EY) a qcf"'r in 6.1.2 und 3.2 • 

Wir können (Z
0
1½c)/(-EY) physikalisch als "normierte TE-Admittanz" interpretieren. 

b) Das., Verhältnis: (Z
0
HY)/(Z0Hx) bezeichnen wir als''horizontaJ.e E:-Vektor-Polarisation": 

Pnord • 

Durch Multiplikation mit q ,;. (z
0
n.x)/(-E~ erhalten wir hieraus. die Verhältnisse 

(Z
0
H~/(-Ey)• Diese .Größen können wir als Admittanzen interpretieren, durch die die 

Kopplung zwischen TM- und TE-Anteil der ebenen Welle dargestellt wird. 

c) Das Verhältnis: E:,/(-Ey) bezeichnen wir als ''horizontale E-Vektor-Folarisation": 

Exex -·--· -E yex 

Mit Hilfe von PE, ptr 
(Z0 H.Y)/Ex angeben: 

und q läßt sich auch für jede Welle die "normierte TM-Admittanz" 

. ( ZH Z& · ~ 
flli:Y) · ( Q~) (---L.) a 

ord, ex • -E ord,ex E · ord,ex 
~ 7 X 

Pnord 1ex 4ord,ex 

PEord,ex 

Mit diesen Abkürzungen können wir den obenstehenden Matrizengleichungen eine sehr 
übersichtliche Form geben, welche später (im 7. Kapitel) eine wichtige Rolle spielen 
wird. 
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Wir können nämlich unter Ausnutzung von 

(q rtm + 6of'+)ord
2
ex „ rte 

n~ · · P:Eord,ex ord,ex 
c rtm rh 'nord,ex ord,ex a Pnord,ex 4ord,ex ord,ex 

ord,ex 

die Faktoren r~;d,ex ausklammern und die Matrizengleichung folgendermaßen schreiben 

(Pnex 4ex )J ( r};d 
nord 

• 
1 0 

-

6 1 2 14 .Berechnung·der L-Matrix und der R-&trix 

Die L-Matrix bestimmt sich aus den beiden Matrizen gx und g,., wie in 6.1.2 gezeigt 
(vgl. auch 3.2.3) durch 

L. • 0 .c-1 
.,. -X 

Die im vorigen Abschnitt:; abgeleitet:: .Darstellung der beiden Matrizen mit Hil.!e der hori
zontalen Polarisationen ist darum so bequem, weil der beiden Matrizen gemeinsame. Faktor 
mit {'~;d,ex durch Kürzen fortfällt. Wir erhalten durch Ausflihren der Matrizenmultipli
kation 

_1 ((l>Hord. 4ord\ (Pnex q~ •( 4ex -PEex\ 

r: • (!Pnor

1

d 4ordl (%ex 4ex\ ( PEord. 

1 j 4ord 

PEe:x:) • ___ 1 ______ 1 __ .,__:..-_q...;;o:;.;::r:.::d:..i..._P;;;;Eo;;:;.;r=-=crl 

· 
4e:x: (pEord: 4ex - PEe:x: 4ord) 

('Pirord:. - Pß:ex) 4ord 4ex (f>:Eord. Paex 4ex - l'Eex Pß:ord 4ord)) 

(qex - 4ord) (pEord - PEe:id ------"----------------....;;.;;;..._~-=------

Bei anisotroper Reflexion sirid alle vier Elemente der L-Matrix von Null verschieden. 

Das hat zur Folge, daß auch in der Reflexionsmatrix alle vier Elemente von Null ver
schieden sind: Wir setzen in die in 6.1.1 angegebene Matrizengleichung für Bein 

tm tm tm t - 1 
. . ((Ltm C0 - 1) Lte C0 )• ((Ltm C0 + 1) Lt! C0 ) 

i •(~Co - I)•(~ Co+ •)-1 • 
· L;! C0 (L!: C0 - 1) L~ C0 (Lt: C0 + 1) 

- 1)(L!: C0 + 1) - L~ L;! C~) 2 L:: C0 \ 

2 L:g: C0 ((Li: 00 - 1)(L: 00 + 1) - Lt! L: C~) J - ------------------------=-------='----------;;;;_....;;.;;_~-
(Ltm c + 1).(Lte c· +1) 

tm o te o 
Ltm Lte 02 
te tm o 

Die außerhalb der Hauptdiagonaien der R-Matrix stehenden Elemente 
werden als "Konversionsfaktoren" bezeichnet. 
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6.-2. 5 SchrägeintallsnäherWlßen für die Elemente der R-Matrix 

Der Wert der im vorhergehenden abgeleiteten Form der Reflexions.faktormatrix wird dann 
klar, wenn man sich ·die - .für die Langwellenausbreitung .besonders wichtiga1- Näherungen 
.für schrägen Ein.fall überlegt. Wenn C

0 
so klein wird, daß alle Glieder mit C~ vernachläs

sigt werden können, so können wir die Glieder der Hauptdiagonalen der R-Matrix folgender
maßen annähern: (vgl. zum folgenden Abs_chn. 3.3) 

tm. Lt:n Lte c2 
- 1) te· tm o 

(Ltm: 0o - (Lte Ltm C 
Rtm te C

0 
+ 1) 

,V tm - 0 - 1 N - exp(-2 L: 0 0 ) - Ltm Lte c2 - tm .. 
tm 

Ltm Co +1 
(L:_c0 + 1) - te.· tm · o 

(Lte C . +1) 
. te _ u . 

tm te 2 
(Lt: Co; - 1) 

Lte,Ltm Co 

(L: C0 + 1) _ 
te -1 Rte ,-J Lte Co ,V 

exp(-2 Lt: Ltm Lte c2 
.. 

Lte; C 
.. - Co) te + 1 

(Li! Co + 1) - te tm o te o 
( tm ) Ltm Co+ 1 

Die Größen L: und L~! spielen demzufolge ,.für die Diskussion von n;: und n!; die 

gleiche Rolle wie Ltm und Lte bei der Diskussion von Rtm und Rte in Kap. 3. 

Insbesondere können sie zur Abschätzung der Ftink:tionen n:g: und n~; in der Nähe von 

C
0 

• 0 herangezogen werden. Wir erhalten die gleichen exponentiellen Näherungsfunk

tionen, die wir schon bei der isotropen: Reflexion kennengelernt haben. 

Die Konversions!aktoren ¾~ und a:_ können in der mihe von C
0 

• O durch lineare 

Näherungen beschrieben werden 



6.3 Diskussion einfacher Fälle 

Es gibt nur einen einzigen·sonder.f'all, in dem sich die Re.f'lexionfaktor-Matrix in 

geschlossener Form ausrechnen läßt: Dies tritt ein, wenn 1. das Magnetfeld horizon
tal ist, und wenn 2. die Ausbreitungsebene senkrecht zum magnetischen Meridian ist. 
Diesen Fall behandeln wir unter 6.3.2. Ein weiterer Sonder.fall, daß das Magnetfeld 
senkrecht steht, gestattet eine •strenge Berechnung des Reflexionsfaktors nur für 
senkrechte Inzidenz (Budden, 1961a, pg. 116), ist also für die Langwellenausbreitung · 
ziemlich uninteressant. Im Allgemeinen müssen auch für die einfachen, homogenen Iono
sphärenmodelle alle Elemente der Reflexionsfaktor-Matrix mit erheblichem Rechenaufwand 
einzeln bestimmt werden. Unter gewissen, vereinfachenden Annahmen, die uns in diesem 

. Abschnitt beschäftigen, kann der Rechenaufwand etwas herabgesetzt werden. 

Wir werden uns im .folgenden auf die Berechnung der Elemente der L-Matrix beschränken, 
da' die R-Matrix mit ihrer Hil.f'e leicht berechnet werden· kann (Abschn. 6.2). 

6.3.1 Reflexion in der !fahe des magnetischen Pols 

In Anlehnung an das Vorgehen Budden's (1961a) gehen wir von der Bestimmungsgleichung 
fiir die Hilfsgröße 'W aus (Abschnitt 5.2.3.3 und 5.3.1) 

- 0 ; wobei · '1{) • 
X 

u + ---...--
(n c)2 - 1 

X 

Budden I s. Lösung beruht auf der Annahme, daß die Beträge der (noch nicht berechneten!) 
Grö.Ben 

/2 x 
.;eo - --,v-,-.--

u - "'ord,ex 
4ord,ex • 

C 
nord,ex 0ord,ex 

infolge der hohen Stoßzahlverluste in der tiefen Ionosphäre (also großen Imaginär
teiles von U • 1 - jZ) erheblich größer ausfallen müssen als 1 • 
Dann folgt aus dem Brechungsgesetz, daß die Wellen in der Ionosphäre nahezu senk
recht aufsteigen müssen, gleichgültig, wie ·schräg die einfallende Welle unterhalb 
der Ionosphäre auf die Trennebene auftrifft. Dann .folgt weiter, daß in der Nähe des 
Pols die zur Wellennormalen parallele Komponente des Gyrofrequenzvektors Y4 

a) erheblich größer ist ·als die Transversalkomponente -Y., 
b) vom EinfallswinJ;el nahezu unabhängig ist. 

Hieraus folgt schließlich, daß die Ausbreitung innerhalb der Ionosphäre durch die 
?fäherung der Quasi-Longitudinalen .Ausbreitung (Abschn. 5.2.4.1) erfaßt werden kann. 

Die Berechtigung aller dieser Annahmen .für bes;timmte Ausbreitungswege auf der Nord
halbkugel erwies Budden (l.c., siehe auch Wait and Perry, 1957) nachträglich durch 
einige Testrechnungen, auf die in diesem Zusammenhang nicht näher eingegangen wird. 

Die quasi-longitudinale Näherung besagt: 

X 

4ord • 
X 

Hierbei ist 1+ unter dem Pol gleich Y, für genügend hohe magnetische Breiten (60° 
und mehr) dar.f es mit der Zen!.tko111ponentevon Ygleichgesetzt werden (Abschn. 5.1.2.4). 

Nun betrachten wir die Einheitsvektoren f--1 und 1. (Abschn. 5.2.2 und 6.2.1) (Bild 6.1 ) ... ., 
und erhalten (mit Y ~ fzYz) 

1-t~ -1Y , .folglich c-ty ~ -1 c.y ~ . O 

Außerdem sind bei longitudinaler Ausbreitung auch die Polarisationsgrößen für den 
E-Vektor vom Einfallswinkel nahezu unabhängig (vgl. 5.2.4.1): 

0 
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y 

Bild 6.1: Wellerieigene: Koordinatensysteme unter
halb und innerhalb der Ionosphäne 
in d~r Nähe des magnetischen Nordpols 
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Mit diesen einfachen Größen gehen wir in die Matrizengleichungen des Abschnittes 

6.2.2 ein: 

f1~a: • (c➔y - c .. ;?-f)ord ··~ -1 „te 
ord • (-c P...J - c ) d • -j -ty , •Y or . 

und erhalten den Zusammenhang 

pte 
ex ( 1 ) . 

• -c - C - • 1 -fy •Y ri ex 

C • pt 
•X 

Nach Ausklru:imern des.; beiden Matrizen gemeinsamen Faktors. 01) (vgl. 6.2.~) 

erhalten w1r für die 

L • -

L D -

L-Matrix den gut übersehbaren Ausdruck 

4
ex)-

1 

j7 
nex. 

4ex 

C 4ex • nex. cex gel!Ulgen wir schließlich zu der Form 

j(n~x 
0
ord - _n~rd .

0
e-x!) 

· (Cord+ Cex) 

Die Berechnung der R-Matrix führt, wie man 'jetzt l .eicht nachvollziehen kann, au! die 

von Budden (1961a) und .Wait (1962) angegebenen Ausdrücka. _ Die Schrägeinfallsnäherung 

.nach Abschn. 6.2.5 führt auf ·die gleichen Ausdrücke, wie sie von Wait (1962, pg. 2~5) 
auf anderem Wege gefunden wurden. 



6.3.2 Transversale Ausbreitung in der Nähe des magnetischen Aeguators 

Bei Ausbreitung senkrecht zum magnetischen Meridian in der N'ähe des magnetischen Ae
quators hat der Gyrofrequenzvektor nur eine Komponente in y-Richtung: t . • t Y~• 

. ~ Y ✓ 
Der Einheitsvektor 1. ist dann in jedem Fall· p_arallel zu T , der Einheitsvektor 1-f 
liegt in der Ausbreitungsebene (Bild 6. 2. ) • Für die y-Komponenten beider gilt da!:.=-= 

0 c „ +1 für Ausbreitung von Ost nach West, 
c•Y. • -1 für Ausbreitung von West nach Ost. •y 

Die beiden Welien in der Ionosphär~ laW:en dann am: jeden Fall senkrecht zu -::/, 
glP.icb.gültig, unter welchem Winkel g+o die einfallende Welle am: die Ionosphäre tri.!~. 
Dia Wellennormalkomponente Yir, des Gyro!requenzvektors ist also in jedem Fall o, 
die Transversalkomponente Y~ gleich dem Betrag· Y. Daher kann die Bestimmungsgleic:=.·.:::ig 
für die Hilfsgröße 10. ohne lTäherung gelöst werden: (vgl. Abschn. 5.2.4 .• 2) . 

y2 
')()

2 
- ---!!... /() - Yi 

U-X T 

0 , ')()ex '" 

. . 
. y2 

- 0 „ 19 (70 - _;__) 
U - X 

y2 

u-x 
2 

4ord'" 
c2 

0 

Für die E-Vektor-Polarisationen ergibt sich 

X 

tr 

X 

( 1Q „ U + ( q C) 2 - 02 ) 
0 

P-lord • O 
1 p E4ord „ E_'f,ex „ .J Y„X 

' p-tex • joO ' P..,e·x · • O ' 4-ord • .. o, PAex -------
, . E•ord "t" E-lex U (U - X) - y2 

Damit erhalten wir 

( c-ty - c.?➔)ord • . O T'tm 
ex 

nte 
1 · ord '" (-c-1?-1 - c.y)ord • -c.y -{: . rte „ 

ex 0 

und aus der in 6.2.2 abgeleitetenMatrizengleichung wi.rd 

• 

-
Hieraus. ergibt sich 

0 

1 

Eine TM-TE-Wandlung tritt in diesem Fall nicht am:. Dafür erkennen wir an dieser 
Matrix das Phänomen der Nicht-Reziprozität: Die Größe Ltm:tm hängt von c und damit ay 
von der Ausbreitungsrichtung ab. Diese Erscheinung wurde zuerst von Barber and Crombie• 
(1959) beschrieben (siehe auch Wait, 1962; unser L~! ist identisch mit dem Kehrwert 
von Wait's ß ). 
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7,1 Das DifferentialgleichUDßssystem für die horizontalen Vektorkoordinaten 

?,1.1 Aufstellung 

Wir setzen dieselbe physikalische Situation voraus wie in Kapitel '~ und erweitern 
die dort abgeleiteten Methoden dahingehend, daß wir die vom Erdmagnetfeld verursachte 
Anisotropie der Ionosphäre in die Betrachtung einbeziehen. Wir gehen also davon aus, 
daß a) eile Höhenabhängigkeit der Elektronendichte und Stoßfrequenz durch stetige Funk-

tionen angenähert werden kann, und 
b) die Ausbreitung in der z,x-Ebene stattfindet, also von der Ortskoordinate y nicht 

abhängt;~• 0 für alle Vektorkoordinaten. 

We~terhin werden wir Lösungen suchen, die aus ebenen Wellen zusammengesetzt sind. Die 
Wellenvektoren dieser Wellen haben eine gemeinsame Koordinate isc, die, vern\cge des 
Brechungsgesetzes, durch den Neigungswinkel 040 der einfallenden Welle unterhalb der 
Ionosphäre vorgegeben ist (S

0 
• sin(0~

0
) , 0

0 
• cos(0~

0
)): 

~ • k0 sin(O~) • k0 B0 

sodaß der Differential.operator t durch den Faktor -jk
0
S

0 
zu e1·setzen ist. 

Schließlich schreiben wir die in Abscbn. _5.1.2 abgeleitete lineare Vektorbeziehung 
zwischen der Dielektrischen Verschiebung und der elektrischen Feldstärke in Koordina
tenform: 

1 
--D,. 

-fo 

Da.on gehen die Grundgleichungen <;~.- • 1) 

rot(l) a -jk
0
;U:t,(Z

0
°it) und 

über in 

- ~E:y 
zo~ 

~(Z0Hz' 
DX 

dz oz 

~Ex 
• -jko/ll:r Z0Hy ~(ZoHx) jko ~ .- jk0 S0EZI 

' ~Z + jkoSo(ZoHz) a Dy • jk0 (! + ~)• E 
40 

-jk0 S0 Ey Z0 Hz. -jk0 S 0 (Z<ir,Hy) Dz 

Hier läßt sich zwar, wie 1n 4.2.1, die Koordinate Z
0
Hz durch -E

7 
ausdrücke;r:i, nicht jedoch 

die Koordinate Ez durch Z
0

H:Y al.lein: 
1 

ZOH"". SOE . ... ' y Ez • - --- (S0 (Z0Hy) + MzA + 14z~E ) 
1 + Mzz „ T 

(Die ausdrückliche Notierung von ;ll:r lassen wir in diesem Abschnitt !allen.) 
Aus diesem Grunde ist es nicht . mehr möglich, wie im isotropen Medium, zwei gleichartige, 
entkoppelte Differentialgleichungssysteme für die horizontalen Vektorkoordinaten der . 
TM- und. der TE-Welle aufzustellen. 
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Die Elimination der z-Koordinaten .rührt nach einigen Umfcrmungen au!: folgendes System 

._ Mzx8o 1 + Mzz - s2 , Mz:vso, 
Ex 0 0 

~ 
1 + Mzz 1 + Mzz 1 + Mzz 

(MYZMZX ~z8o M M 
za,~ - M ) 0 (1 +M - 62 _ y;_z .z;y:) 

zo~ . Y'X yy 0 
1 + Mzz 1 + Mzz 1 + Mzz 

d . 
rz 

Z0 Hy ((1 + ~) -
~ZMZX 

0 
-~z6o ( M,c;zMz;y _ ~) Z0Hy ) 

1 + Mzz:. 1 + Mzz 1 + J.lzz 

-E 0 1 0 0 -E y 

Es istt lehrreich, diesem System das in 4.2.1 abgeleitete filr isotropes Medium gegenüber-
zu stellen: <;U:t, • 1 gesetzt) 

~ - s2 
~ 0 0 r· . o 0 Ex 

~r 

zo~ 0 0 0 (~r - S~) Zollx 

d ,. -jk C1Z , o· • 
ZJiy ~r 0 0 0 zori.,-

-E y 0 1 0 0 .-Ey 

Man überzeugt sich dann leicht davon~ daß bei Verschwinden des !!agnet.feldes und damit 
a1ler liicht-Diagonalglieder der Matrix ~ die obere Form in die untere übergeht. Beiden 
Systemen gemeinsam ist die Form 

~z Ji' .. -jko l1 • I' 

wobei jetzt J1' eine Spalte mit· vier Elementen, und X eine Kopplungsmatrix mit 4 X 4 
Elementen ist. Die Elemente der Kopplungsmatrix bezeichnen wir mit :Xij' wobei i und j 
jetzt für ganzzahlige Indizes zwischen 1 und 4 stehen. 

?.1.2 Formale · Lösung 1m homogenen Medium mit 4 X 4-T:ransformationsmatrizen 

Wie in Abschnitt 4.2.2 läßt: sich 1m homogenen, anisotropen Medium eine Lösung des Diffe
rentialgleichungssystems dadurch finden, daß die T:ransformationsmatrix Q bestimmt wird, 
mit deren Hil.fe die Kopplungsmatrix~ au!: Hauptachsenform trans.formiert werden kBllll: 

Hierin soll die transformierte Koeffizientemnatrix g nur noch in der .Hauptdiagonalen von 
Null v.erschiedene Elemente haben: 

0 

0 

Diese vier Elemente sind gleich den Lösungen der charakteristischen Gleichung 

( 1·(4) • 4 X 4 - Einheitsmatrix) -
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Aus physikalischfln Gründen ist es einleuchtend, daß diese Lösungen identisch sind mit 
denen der Bestimmungsgleichung für qc (Abschn. 5.3). Die umständlichen Umformungen, 
mit denen die Identität der soeben hi~geschriebenen charakteristischen Gleichung .und 

der in 5.3 behandelten Bestimmungsgleichung gezeigt werden kann, müssen - ihrer phy
sikalischen Unere,tabigkeit wegen - hier überschlagen werden. Wir ordnen die vier Lö
sungen der charakteristischen Gleichung den vier Lösungen der Bestimmungsgleichung in 
Abschn. 5.3 folgendermaßen zu: 

Die Elemente der transformierten Spalte. Ji'tr interpretieren wir in enger Analogie 
zu den Überlegungen in Abschn. 4.2.2. Die allgemeine Lösung unseres Differentia1-
gleichungssystems stellt ein Feld dar, welches aus je einer auf- und absteigenden 
ordentlichen und außer-,rdentlichen Welle zusammengesetzt ist. In Abschn. 5.2~4 'Qegrün
deten wir die von uns getroffene . . Wahl der Darstellung 

ordentlicher Wellen durch die H-Vektorkoordinate, 
außerordentlicher Wellen durch die E-ve.ktorkoordinate 

senkrecht zu der vom Wellennormalv.ektor und dem Gyrofrequenzvektor aufgespannten 
Bezugsebene. . 

zo~rd ZoH!rdoexp(-jkoq~rdz) exp(j(wt - k0 S0 x) F1 F1oexp(-jko41z) 

Etx Efxo exp(-jko4!x z) exp(j(wt - k0S
0
x)) F2 F2oexp(-jkoq2z) - ZoHtrdoexp(-jkoq~rdz) 

.. ptr D • 
' Z H.; exp(j(wt - k

0
S

0
x)) F3 F3oexp(-jkoq3z) o ord 

Etx E!xo exp(-jkoq!x z) exp(j(wt - k
0

S0x)) F4 F40exp(-jk0 44.z 

Hierin drücken wir l1' tr wieder durch die Exponentialmatrix aus: 

exp(-jk041z) 0 0 0 F1o 

0 exp(-jk
0

q2z) 0 0 F2o 
.Ftr - . • m(-jko S z)• li'tro 

0 0 exp(-jk
0

q
3
z) 0 F30 

0 0 0 exp(-jk094z) F4o 

Der Faktor exp(j(wt - k
0

S
0
x)) soll· in Zukunft auch dann nicht mitgeschrieben werden, 

wenn wir statt, der numerischen Indizes die umständlicheren physikalischen Indizie
rungen verwenden, wodurch wir - trotz der erheblich größeren Schreibarbeit - zu einer 
physikalisch leichter durchschaubEµ"en Darstellung gelangen. 

Den Zusammenhang zwis.chen den Spalten Fund ll'tr drücken wir durch eine 4 X 4 -Trans-
fo.rmationsmatrix aus: 

~ c11 012 c-,3 0 14 ZoHtrd 

zo~ 021 0 22 0 23 0 24 
. t 

JJ - C• ll't - - Eex 
.. <c1,c2,c:3,c4)• Pt:zr . • r 

Z0Htrc1 Z0Hy C31 0 32 0
33 C34 

-E y C41 C42 0 43 C44 Etx 
Hierin steht Cj für d.ie aus den 4 Elementen cij (i „ 1 •• 4) gebildete Spalte, 
die Matrix wird also gewissermaßen als Zeile aus 4 Spalten betrachtet. 
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Die Bestimmung der Elemente jeder Spalte v.erläu!t ebenfalls analog zu 4.2.2. Die 
transformierte Differentialgleichung 

wird umgeformt in 

<l1•g - 2·S)· }'tr - () ( e • Spalte mit 4 Nullen) 

ausgeschrieben: 

X11 0 X1, X14 c11 c12 c13 c14 

X21 0 X23 X24 . c.21 c22 c23 C24 

X,1 Q x„ X:34 C:,1 c,2 e,, C,4 

0 1 . 0 0 C41 C42 C43 C44 

C' 
c12 c13 

•141 C 0 0 

~1 c22 c23 e24 o 42 0 . 
C31 C32 C33 C34 0 0 43 

C41 a42 C43 C44 0 0 0 

Setzen wir hierin der Reihe nach 

so erhalten wir für jede Spalte Cj ein homogenes Gleichungssystem 

<X11 - qj.) 0 X1:; X14 c1j 0 

X21 (-qj) X2, X24 0 

• - - (lt - qj. P•Cj 
X31 0 <X:,, - qj) X:34 0 

0 1 0 (-qj) c4j 0 

aus dem sich die Verhältnisse e1/ .c4 j , c2/c4 j , c3/c4 j berechnen lassen. 

Hie.rin wird c4 j - ähnlich wie c; bzw. c} in Abschn. 4.2.2 , als a1le.n cij gemein
samer Faktor, der vom Gleichungssystem her unbestimmt bleibt, angesehen und dem -
ebenfalls noch unbestimmten - Element Fj der Spalte :l'tr hinzugeschlagen. 

7.1,3 Physikalische Interpr~tation der Elemente der Transformationsmatrix durch die 
horizontalen Polarisationsverhältnisse der charakteristischen Wellen 

Mit den Uberlegungen dieses Abschnittes erweitern wir die des Abschnittes 6.2.3. 
Während dort nur zwei aufsteigende Wellen betrachtet wurden, haben wir hier je zwei 
auf- und absteigende Wellen vor uns. Der Zusammenhang zwischen J! undFtr·lautet aus
geschrieben: 

~ - 0 11 (ZoHtrd) + c12 Etx + c1,<Z0Htrd) + 0 14 E!x 
zo~ .. t t . ~ 

c21<Z0Hord) + c22 Eex + c23<Z0Hord) + ·c24 E!x 
Z0HY' • 0 :;1<Z0Htrd) + c,2 E!x + c,,<zoai'rd) + c34 E!x 

.:.E y 
t 

C41(Z0Hord) + C42 E!x + C43(Zontrd) + C44 E~X 
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Nun betrachten wir die letzte Zeile der Bestimmungsgleichung für die cij 

- 0 , folglich 

Andererseits ist c2/c4j nichts anderes al.s das Verhältnis (Z
0
I\:)/(-E,_) der j-ten 

charakteristischen Welle, was wir bereits in 6.2.:; festgestellt hatten. 
In dem Verhältnis c1j;c4 j erkennen wir das Verhältnis der Horizont~l-Koordinateh 
des elektrischen Vektors, E:xf(-Ey) für die j-te charakteristische Welle. Dieses 
Verhältnis bezeichnen wir al.s PEj • 

Als horizontale H-Vektor-Polarisation bezeichnen wir das Verhältnis (Z0H,_)/(Z
0
~x) für 

die j-te chru.tlcteristische Welle. Diese läßt sich ausdrücken durch 

~ .. :.2J1 c2;j .. (ZoHy);j (Zol!,c);j 

C4j c2j C4j (Zo~)j (-Ey)j 

Wenn wir schließlich die unbestimmte Größe c4 j gleich 1 -setzen (besser ausgedrückt: 
wenn wir die Bestimmung von c4 j offenlassen, da wir ja. noch die Fj nicht bestimmt haben), 
so nimmt die Transformationsmatrix ~ folgende, sehr übersichtliche Gestalt an 

C • a 

C12 °13 
0 22 °2:; 

032 C33 

042 C43 

und wir erkennen, daß wir pro Lösung der charakteristischen Gleichung nicht mehr vier 
unbekannte cijbestimmen müssen, sondern nur noch deren zwei, nämlich PEj und '.Pnj • 

Die Bestimmungsgleichungen für diese zwei Unbekannten erhalten wir aus der ersten 
und . der dritten Zeile des Gleichungssystems für Cj (mit c1/i:4 j • pEj, c3/c4 j • Pnj qj) 

CX11 - 4;1,) PEj + X1:; Pgj qj, + X14 • 0 

X:;1 PEj + CX:;:; - qj) Pnj qj: + X34 • 0 

Für j • 1 und 2 müssen die au! diese Weise berechneten pEj und Pilj mit den Werten 
PEord,e:x: und PHord,ex des Abschnittes 6.2.:; übereinstimmen. Der- direkte Nachweis 
erfordert sehr u.m.fangreiche Umformungen, welche physikalisch nichts Neues bringen 
und daher nicht behandelt werden sollen. 
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7.1.4 Darstellung der Lösungen im homogenen Medium durch 2 X 2-Matrizen 

Nun treiben wir die Analogie zu Abschnitt 4.2 noch weiter, indem wir, ähnlich wie in 
6.1, die Spalten Fund Ftr in jeweils zwei Teilspalten zerlegen: 

11' - (
[··•t"")\ 

~tr - (•·rt)l -c1 
I.n den Teilspalten .:pf' und P vere.inigen wir ersichtlich die auf- bzw. absteigenden 
Wellen. Dasdrii-1ken wir durch zwei 2 X 2-Exponentialmatrizen aus 

• "P.-rn(-jk o"-z)• p,l, .wobei o,t. • 
... ~ Od' o, i!/ 

Entsprechend teilen wir die Koeffizientenmatrix t't und die Transformationsmatrix g 
auf in je v:i.er 2 ~ 2-Untermatrizen 

C „ .. 

wobei 

0) 
0 t 

cf • (: 'E2) · ,i. (PE3 
C • 

•:X: 
42 

•:X: q 
3 

et. 
•y 

(~1 41 Pii2 
4
2) c~- (Pi!3 4

3 
1 , .. y 1 

Damit erhäl.t unsere Lösung die Gestalt 

( 
.. l':x:) • ( Sf~•~(-jk0 g.1' z) • :.t + g!•J!.e(-jk0 St z) • J>t ) • 
Fy 2t•~(-jko; itz)• Ft + g;•~(-jko S~z)• Jl'~ 

Die Beziehungen dieser Matrizen zu den entsprechenden, skalaren Koeffizienten des 
Abschnittes 4.2 gehen aus unser.er Nomenklatur klar hervor. Sie setzt uns instand, 

~) 
¾ 

~41 

die Reflexionsfaktor-Berechnungen des Abschnittes 4.3 ohne erhebliche, formale Schwie
rigkeiten auf die Reflexion an anisotropen Ionosphärenmodellen zu übertragen. 
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?,2 L-Matri:x: und R-Matri:x: eines gescbichtet.en Überganges 

7.2.1 Berechnung als Produkt aus 4 X 4-Matrizen (Volland) 

Wir knüpfen an die Schilderung der physikalischen Situation 8I!l An.rang von 4.3 an. 
Der Ubergang zwischen dßm Vakuum unterhalb der Ionosphäre (Index o) und einem nahezu 
homogenen Medium obcrhaJ.b zM (Index M+1) wird durch eine Oberlagerung von 
M homogenen Teilschichten angenähert. Die Laufnummer der Schichten ist m. InnerhaJ.b 
der m-ten Schicht haben die Koeffizienten der Kopplungsmatrix~ einen höhenunabhän
gigen Wert. Hieraus folgen dann die Ele~ente der Transformationsmatrix ~m, mit 
deren Hilfe wir die Lösung des Differentialgleichungssystems innerhal.b der m-ten 
Schicht folgendermaßen ansetzen können: 

Hierin ist (in physikalischer Indizierung geschrieben) 

.. ~(-jk o-1 z)• )tf' ==• o i!'ll! m,o 

Wahrend die vier q-Werte aus den Elementen der Kopplungmatrix folgen (7.1.2), müssen 
die Elemente der Spalten Ji't 

O 
und F,!, 

0 
aus der. Forderung nach der Stetigkeit der m, m, . 

horizontalen Vektorkoordinaten an den Schichtgrenzen bestimmt werden. Diese Forderung 
aber ist identisch mit der nach Stetigkeit der Elemente der L-Matrix. 

Die Reflexionsfaktor-Matrix ist dann gefunden, wenn die L-Matrix in der Höhe z~ berech
net werden kann. Dann ist unterhaJ.b der Ionosphäre (z< z

0
) ein aus TM- und TE-

Welle gebildetes Wellenpaal!· anzusetzen 

• 1<vn(-jkC Iz)•Jl't 
~~ 0 0 • o,o 

Setzen wir z
0 

der Bequemlichkeit halber gleich O, so erhalten wir für die R- und L
Matrix in der Höhe z

0 
die ·Definition 

.. L • P (z•z ) 
=O X 0 
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Dann f'olgt aus der. Umkehr des Zusammenhanges zwischen F und Ftr unterhalb z0 
(vgl. 6.1.1) 

T„ 
1 0 

( 

· 1 I 

~ 
-1 I 
T-o 

die Reflex:ionsmatrix zu (Index o weggelassen) 

R -
Gegeben ist uns jedoch nicht~ in der Höhe z

0
, sondern in der Höhe Zy , . da wir ober

halb zM nur je eine ordentliche und außerordentliche aufsteigende Welle haben. Dann 
können wir, auf die gleiche Art wie in 6.2.4, ~ mit Hilfe de:i:r q-Werte und der hori
zontalen E- und H-Vektorpclarisationen für z l zM darstellen. Um die Schreibarbeit in 

erträglichen Grenzen zu halten, müssen wir von der physikalischen zur numerischen 
Indizierung übergehen: 

41,m „ t 
4ord,m t q2,m'" 

f' 4ex,m' q3,m = 
~ 4ord,m' ¾,m • 

~ qex,m 

F1 „ t 11'2 „ t- F3 „ ZoHtrd m' F4,m • E"° ZoHord,m' Eex m t ,m ,m , ,m 
' 

ex,m 

,t t 
PE3,m "' 

,Lt 
PE4,m • + 

PE1,m"' P~ord 1m' PE2,m • PEex,m' PEord,m' l>Eex,m 
H n n H H H li 

Damit wird die Transformationsmatrix in der m-ten Schicht: 

(~1,m PE2 1m) ( PE3,m PE4,m) 

c•) q2,m 4:;,m r 41,m 44,m 
„xm '!"xm 

2m a -
tPn1 ,~ 41,m) CPJI2,~ 42,m)) (Pn;,: q:;,m) CPn4 m ¾,m)) et c~ , 

•;ym -;ym 
1 

Oberhalb zM -rerschw:l.ndan die beiden aufsteigenden Wellen 

Hieraus f'olgt die L-Matrix für Höhen z~ zu 

ftM „ 2t,M-Yl•Cgt,M+1)-1 

Die Berechnung dieses Au,sdruckes ergibt (siehe Abschn. 6.2.4) 

( ((~1 -~,) ., q2 (pE1 Pn2 42 - PE2 Pn1 °''))-h .. (q2 - 41) (pE1 - PE2) 

(pE1 42 - PE2 41) 
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Ist-, nun die L:-matrix :rür die Obergrenze irgendeiner Teilschicht gegeben, s-o können 
wir sie für die Untergrenze der gleichen Teilschicht bestimmen. Die Dicke der m-ten 
Teilschicht bezeichnen wir mit ßz~ • Drum hängen die E.lement.e der trans:Corm:l.erten 
Spalte Ftr unmittelbar unt.ei:halb der Schichtobergrenze mit denen unmittelbar obe:J?-
halb der Schichtuntergrenze folgendermaßen zusammen: 

Den Oberg~ zur Spalt~ F bewerkstelligen wir an beiden Grenzen mit der· Trans:t'orma
tionsmatri:r 

und gelangen damit zur Übertragungsmatrix, welche uns den Zusammenhang zwischen den . 
Elementen der Spalte Fan der Schichtobergrenze und denen an der Schichtuntergrenze 
liefer.t: 

ll'(zm-1) a 

in .f!ormal genauer Übereinstimmung mit 4.3.1 • Den Zusammenhang zwischen den Spalte.n l1' 
in der Höhe z

0 
und der Höhe zM liefert uns nun das Matrizenprodukt aus den Uber

trRgungsmatrizen allen Teilschichten: 

F(zo) .. !• F(zM) a !1•!2•i3° ••• •im • • • •?M-1°~M• F(~) 

Diese Ubertragungsmatrix hat 4 X 4 Elemente, welche. wir zusammenfassen zu vie:a:· Unter
matrizen zu je 2 X 2 Elementen. Diese bezeichnen wir in Analogie zu 4.3.1 folgendermaßen: 

Mit: ll',.Cz0 ) .. !,,0 • Fx(z
0

) und P,.CzM) .. !,,M• Fx(~) erhalten wir f'Ür den Zusammenhang 

zwischen !,
0 

und fu( 

Diese BerechnUDgsmethode für den Re!lexionsfa.ktor stammt von Volland (1963a~ 1968) 
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z:.2.2 Berechnung· mi1t 2 X 2-Matrizen (Wait) 
.. 

So elegant die im v:origen Abschnitt: aufgezeigte Lösung ! .ormal hinzuschreiben ist, ... 
sie hat den rechentecbnischen Nachteil, daß filr jede Schicht eine 4- X 4--Matrix inver
tiert werden muß. Dies wird vermieden durch eine Formulierung, · in der n~ 2 X 2-Matri
zen auftreten. Diese Formulierung geht durch !ast wörtliche tlbertragung aus der in 
4-.3.2 geschilderten Methode in Matrizenschreibweise hervor. Unsere Darstellung ist -
trotz unübersehbarer Unterschiede in der Nomenklatur - an eine Beschreibung von Wait 
(1968) angelehnt •. 

Wir gehen wieder davon aus:, daß die L-Matrix oberhalb zw gegpben ist durch 
-1' ( -f, )-1 !tu • 2y,M+1• 2x,M-vl -

Innerhalb derm-ten Schicht setzen wir die Lösung· des Di1'!erentia:il1eichungssys!:em,s 
an in der Form 

.P - -
An dem Schichtgrenzen zm verbal ten s#J;i die Elemente von .F stetig, die von ~m und 

v.on .Ptrm ändern sich unstetig. - Kennen wir nun die L-Matrix an der Obergrenze der 
m-ten Schicht..,. also in der Höhe zm 

so kann man hieraus iiie L-Matr:i.x für die Untergrenze .der gleichen· S~hicht bestimmen. 
Hier.zu bestimmen wir zuerst die Matrix !} unmittelbar unterhalb zm: 

~(zm - 0) ., b , JF"'(zm - 0) • F!<zm) • b-1.lczm: - 0) • ~•Jl'l<zm:) 

!olgendermaBen: 

et • pt (z ) + c~ • ~(z ) •:xm m m •m m m 

L •(et + c,1, •R )· pf(z ) -m -xm. axm. =m m m - cct + cJ. .'R ). _pt(z ) 
=ym · =ym -="m m m 

Hieraus durch Auflösung nach ¼hn: 

~ • c2;m - ~m0 2!m>-1·<~m-~im. - 2jm) 

Die Hbnenabhängigkeit der iransformierten Spalte erfassen wir durch die Ex:ponentialmatrix: 

pt(z) .. ~(-jk ot z)• p'l- , .ll'~(z) .. ~(-jk o½ z)• _F+ 
m --- 0 2'111 m,o m =a- 0 2'111: nr.,o 

Hiermit und mit der leicht nachprüfbaren, allgemeinen Beziehung 

<m< ~ ))-1 • ~<-~) 
können wir den Zusammenhang zwischen den Elementen der transformierten Spalte JJtl?' 
an der Ober- und Untergrenze darstellen: 

pt(zm-1 + 0) D P!<zm-1) - m(+jko s! 6,zm)• ll'!<zm) 

;p+(zm-1 + 0) • ll'!<zm-1) • !½-g(+jko S: ~zm)• li"!(zm) • !!(zm-1 + O)• li'!(zm-1) 
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Hierin steht ~(zm_1 + 0) für di~ Reflexionsmatrix Uillllittelbar oberhalb der Schicht
untergrenze. Ihren Zusammenhang mit der Reflexionsmatrix~ a ~(zm - 0) llllillitt.elbar 
unterhalb der Schichtobergrenze finden wir folgendermaßen: 

~(zm_1 + 0)•m(+jk0 ~ f::.z.r)• li'!(zm) • ~(+jk0 ~ ßzm?•~• F!(zm) 

~(zm-1 + O) .. m(+jko t ~¾i_)•:ßm•m(-jko ~ _6.zm) 

Hieraus, folgt nun wieder·die L-matrix an der Schichtunt_ergrenze: 
.1 

~(zm-1) • ~~1 a (g~ + 2;.•i(zm-1 + 0))•(2~ + 2~•~(zm-1 ~ 0))-1 

An der Schichtuntergrenze gehen die Elementu, der Transformationsmatrix gm unstatit 
über in die der Matrix 2m-1 • Die Elemente der Reflexionsmatrix ändern sich ebenf'alls. 
unstetig, die der ~Matrix jedoch s:ttetig. Daher könmm \7ir aus l'm~1 wiederum die 
R-matrix ,unmitiielbar unterhalb der Schichtuntergrenze b~rechnen: 

Rierau~ läßt sich wi~der ~ für die Untergrenze der(m-1)-ten Schicht berechnen, also 
.für die Höhe zm_2 , hieraus weiter~ für die gleiche Höhe, hieraus. wieder~ unmitiiel
bar unterhalb zm_2 usr .• Durch Wiederholung des Verfahrens gelangt man schießlich 
zur gesuchten L-Ma:tru in der Höhe z

0 
und damit zur Reflexionsmatrix an de:n· Ionosphä -

renuntergrenze. 

Abschließend drücken wir noch die Zusammenhänge .zwischen den horizontalen Vektorkoor
dinaten an der oberen und der unteren Grenze der m-ten Schicht mit Hil.f'e von 2 'X 2-
t.lbertragungsmatrizen aus: 

Darin setzen wil?· 

~x(znr-1) • <2tm + 2~:~(zm-1 + 0))• .P!(zm--1) 'Px(zm) .. <g!:m_ + 2~•!!m)• Rt(znJ 

FyCzm ... 1 ) .. (~ + Q~•lJ(zm.-1 + 0))• F!(z~1 ) , Fy<zm) a (Qtm + gi•~)• J?t<zm) 

j(zxm-1 + 0) • m(+jf!)·~·~(-jf!) 
.P!(zm-1) • m(+j~!)• P1(zm) 

· und erhalten 

~:m „ c2~•f:1m(+j~!) + 2!itm<+j~!)•!!m)·<2!m + 2~-~-1 
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. ,, .. ',_··· . . 

7.2,3 Die. Di.ff'erential5leichung der L-Matrix (Budden) 

Abschließend leiten wir die Differentialgleichung der. L-Matrix ab, welche für. numeri
sche Berechnungen gut geeignet ist, falls ein Rechenzentrum mit entsprechend ausge
statteter~rogrammbibliothek zur Verfügung steht. Voraussetzung ist, wie bisher, daß 
oberhalb von zM ein nahezu homogenes Ausbreitungsmedium angenommen werden darf', sodaß 
dort ein Anf.'angswert für die Elemente der L-Matrix, fur , bekannt ist. Wir · schreiben 
die Differentialgleichung f'ür )l' in der in 7 .1.4 eingeführten Form 

und sP.tzen darin ein 

F a L• ll' 
y "' X 

Daraus folgt eine Differentialgleichung für die L-Matrix 

In entsprechender Form wurde die Differentialgleichung einer sehr ähnlichen Matrix, 
der "Admi ttanzmatrix", -ron But'l.den ( 1961 a) angegeben. Ausführliche Angaben zur Programmie
rung der numerischen Integration wurden von Ries (1964) und Stratlnann (1970) veröffentlicht-. 
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?.3 Beispiele 
Abschließend soll ein erster, orientierender tlberblick über die Einflüsse des Erdmagnet
feldes, der Stcißfrequenz- und Elektronendichte-Profile sowie der Frequenz auf den iono
sphärischen Re:Uexiönsfaktor anhand ausgewählter Beispiele vermittelt werden. Dem hier
.zu verwendeten Rechenprogramm liegt die in Abschn. 7.2.2 geschilderte Methode zugrunde. 
Zur Berechnung der hierin verwendeten Matrizen c1' , c-.l- , c+ und cv diente das in ?.1 . · . ax ax =Y •y 
beschriebene Ver.fahren. Jedoch wurde zu Testzwecken auch die · in 6.2 beschriebene Metho-
de der welleneigenen Koordinatensysteme für einfache Ionosphärenmodelle mit bis zu zwei 
übereinandergelagerten, homogenen Schichten angewendet. Es ergab sich volle Übereinstimmung 
mit den Ergebnissen der erstgenannten Methode, jedoch ein um den Faktor 1 1 5 größerer 
Bedarf an Rechenzeit. Darum wurde das Ver.fahren des Abschn. 7.1 vorgezogen, obwohl hier
bei gewisse Vorsichtsmaßnahmen zu beachten sind (z.B.: Vermeidung des singulären Falles 
der Ost-West-Ausbreitung unter dem magnetischen Aequator, s. Abschn. 6.3.2). 

Folgende Auswahlmöglichkeiten für die. modellmäßige Darstellung dfr tiefen Ionosphära 
wurden bei den Programmierarbeiten vorgesehen: 

~ 
A) Physikalische Modelle: Das Stoßzahlprofil wird durch eine mit deri Höhe abfallende 

! 
Exponentialfunktion mit den Parametern ~070 und Hs~ (vgl. Abschn. 4.1.4) 
dargestellt. Für das Elektronendichte-Profil wurden vorgesehen 

1. Chapman-Rekombinationsschicht mit höhenunabhängigem Rekombinationskoef
.fizienten, 

2. Chapman-Anlagerungsschicht mit höhenunabhängigem .Alilagerungskoef.fizienten 
(vgl. Abschn. 4.1.2) 

3. Exponential-Modelle nach Wait und Walters (vgl. 4.1.3). 
Jedes Modell ~d durch drei Parameter erfaßt, eine charakteri~tiscbe Eiektronen
dichte Nm (bzw. Nref), eine charakterisnhe Höhe zm (bzw. zref), und eine Skalen
höhe H

6 
(bzw. Href). Außerdem lassen sich bis zu drei derartige Schichten in be

liebiger Kombination überlagern. 
B) Überlagerung homogener Schichten: Wegen des großen Rechenzeitbedarfes .für die physi

kalischen Schichtmodelle ist es von praktischer Bedeutung, für Testzwecke und ori
entierende Rechnungen mit einfacheren Modellen arbeiten zu können. Daher wurde die 
Möglichkeit vorgesehen, den Profilverlauf durch eine sehr grobe Stufenfunktion mit 
bis zu drei Stufen beliebig wählbarer ,Höheanzunähern. 

Weiterhin wurde da!.ür gesorgt, daB die Berechnungen auch mit "abgeschaltetem" Magnetfeld 
wiederholt werden können, um so Vergleiche mit früheren, einfacheren Rechnungen an iso
tropen Ionosphärenmodellen durchf'Ühren zu können (Frisius, 1974). 

In jedem Fall ergeben sich a:ls "reflection coefficient matrix" vier komplexe Funktio
nen des cosinus C

0 
des. Einfallswinkels, also acht Kurvenbilder, je eines für Betrag und. 

für die Phase. Die Bildtafol. I zeigt ein Beispiel für die halbgraphisohe Ausgabe dieser 
Kurven durch das Rechenprogramm. Durch die Gegenüberstellung einer Berechnung mit und 
ohne Magnetfeld (obere und untere Kurvenschar) erkennen wir den starken-Ein.fluß der .An
isotropie auf die Kurvenformen .für R: und ·R;!: • Dieser Ein.fluß hängt jedoch seinerseits 
erheblich vom geomagnetischen Ort und von der Ausbreitungsrichtung ab. Uber diese Abhän
gigkeit orientiert die Bildtafel II. Hier - wie auch in den .folgenden Bildtafeln - wurde 
ein Überblick durcm Neben- bzw. Ubereinander-Kopieren der vom Computer ausgedruckten, halb
graphischen Kurvenbilder hergesteÜt. Dementsprechend darf die Genauigkeit dieser Dar-: 
stellungen 1m einzelnen nicht überbewertet werden. Sie reicht jedoch für die summarischen 
Oberblicke, um die es in diesel.' Darstellung vor allem geht, völlig aus. 

In Bildtafel II, sowie in den .folgenden Tafeln III bis VI, VIII und IX, finden wir in 
der rechten Bildhäl te Betragskurvel\ in der linken Phasenkurven, in der obersten Reihe .für ~' 
in der mit_tleren für n;:, und in der untersten für R~= • Das Matri~element . R:: konnte 
aus Platzgründen in diesen Darstellungen nicht mit untergebracht werden, unterscheidet 
sieb jedoch in den meisten Fällen dem Kurventyp nach nicht erheblich von Ri! • 
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Der Taf"el II liegt ein homogenes, anisotropes Ionosphärenmodell entsprechend Kap. 6 

zugrunde (die Daten sind im Bild angegeben). Variiert wurden die geomagnetische Breite 
<emag und die Ausbreitungsrichtung~. (Für 'fmag • 0 müssen statt~• 90° und 270° 
geringfügig geänderte Werte eingesetzt werden, z.B. 90,1° und 270,1°, wenn nach Abschn. 
7.1 gerechnet wird!) Man erkennt, daß das Magnetfeld vor allem eine starke Richtungsab
hängigkeit des Elementes R~: bewirkt, besonders nahe dem magnetischen Aequator. Jedoch 
auch in höheren magnetischen Breiten darf .man die Richtungsabhängigkeit des Reflexions
faktors nicht einfach vernachlässigen. Am magnetischen Aequatpr entspricht der Reflexions
faktor R= für ~ a 180° dem isotropen Reflexionsfaktor Rtm. In höheren Breiten jedoch 
ist es nicht möglich, R~: für Nord-Süd-Ausbreitung einfach durch "Abschalten" des: Magnet
feldes zu berechnen. 

Für den Übergang von der magnetischen Nordhalbkugel zur Südhalbkugel bzw. von der 
Ausbreitung in den nördlichen Halbraum zur Ausbreitung in den südli~~en Halbraum gelten 
folgende Regeln: 

R=( ((! magn' 'i"a ) 

Ri!('e magn' ~ ) • R~('f.magn' ('%?" - '.E' )). .. -Rttme(-'e ''f" ) a magn a 

Rt:<<emagn' ~ ) 
R~(<emagn' ~ ) 

R:(~magn' (n- - ~a)) • -R!!<- ~magn' ·~ ) 

R!:<<emagn' ('II"-~)) .. R~:{-'emagn' ~ ) 
Somit genügt die Berechnung für einen Halbraum und für eine Halbkugel, um die gesamte Ab

hängigkeit von der Ausbreitungsrichtung und der geomagnetischen Breite zu überblicken. 
Für einen ersten Überblick genügt sogar die Berechnung der Extremfälle 

Ausbreitung am magnetischen Nordpol: l€magn m 90°, ~ ist dann richtungsunabhängig, 
und Ausbreitung am magnetischen Aequator: 'emagn • o0

, zur groben Erfassung der Rich
tungsabhängigkeit von Rt! genügt die Berech-

f nung für ~ • 90°, 180° und 270°. 

Diese Auswahl der Richtungs- und Breitenwerte wurde für Bildtaf"el III getroffen, um 
den Einfluß von Änderungen der Elektronendichte und der Stoßfrequenz eines homogenen, 
anisotropen Ionosphärenmodells zu zeigen. Die hier angegebenen Modelldaten wurden'- ebenso 
wie für Bildtafel II - einer früheren Arbeit von Field und Tamarkin (1961) entnommen, mit 
deren Ergebnissen unsere Modellrechnungen in befriedigendem Maße übereinstimmen. 

Be:!.. den in Bildtat:el IV und V dargestellten Rechnungen wurde der homogenen Modellio
nosphäre von Tafel II eine dicke, homogene Schicht mit höherer Absorption vorgelagert. 
Bildtafel IV zeigt zunächst in der gleichen Anordnung wie .II die Abhängigkeit der Refle
xionsfaktorkurven v:om geomagnetischen Ort und der Ausbreitungsrichtung. Man erkennt, daß 
die absorbi~rende Schicht die Tendenz hat, den Reflexionsfaktor insgesamt zu verkleinern 
und die Unterschiede zwischen West-Ost- und Ost-West-Ausbreitung nahe dem magnetischen 
Aequator auszugle~chen. In Bildtafel V wurde für einen West-Ost-Ausbreitungsweg in der 
Nordhalbkugen ( <e magn • 60°, 'Fa • 93°) die Dicke der vorgelagerten Schicht variiert. 
Auf diese Weise läßt sich die Auswirkung einer "Zweischicht-Reflexion" veranschaulichen. 
Sie kann dazu fiihren, daß auch der Reflexionsfaktor-Betrag IR!:I Minima aufweist, die auf 
den ersten Blick wie Brewster-Minima aussehen. Sie beruhen jedoch auf Interferenzen zwi
Teilwellen, die an der oberen und an der unteren Trennebene partiell reflektiert werden. 
Die Verzerrungen der Phasenkurven lassen sich dahingehend deuten, daß die Reflexionshöhe 
stark vom Einfallswinkel abhängig wird (vgl.hierzu Volland (1968, pg. 68 .1), und Stratmann, 
(1970, pg. 28 ff)). Deutlich sieht man, wie mit zunehmender Schichtdicke der Reflexions
faktor zuerst für streifenden Einfall (0

0 
nahe o), dann auch für steileren Ein!'all sich 

allmäh1ich den Kurvenverläufen für unendlich dicke, untere Schicht annähert. 

Miti; Bildtaf"el·VI gehen wir zu Modellen mit stetigen Stoßfrequenz- und Elektronendichte-· 
profilen über. Hier wurde zunächst in der gleichen Art.wie in den Tafeln II und IV die 
Ortsabhängigkeit des Reflexionsfaktors für ein Modell mit exponentiell anwachsender Elek
tronendichte (vgl. Abachn. 4.1.3) gezeigt. Dieses Modell wird seit den ersten Veröffent
lichungen durch Wait und Walters (1963) gern zur Erklärung der Tagesausbreitung benutzt. 



? - 15 

(Für Wait und Wa1ter's Pa:rameter·ß ist in unserer Schreibweise zu setzen ß = ~ + i'--•) 
. re:r s~ 

orrenbar folgt die Ortsabhängigkeit . auch hier ähnlichen Prinzipien wie in den. Ta.:reln n und 
IV. Eine einfache anaiytische Formulierung hierfür kann jedoch zur Zeit noch nicht 8J'l6ege
ben werdez:.. 

Bildtafel VII zeigt die halbgraphische. Darste.llung eines Ionosphäremnodells, das aus zwei 
übereinandergelagerten Chapmanschichten zusammengesetzt ist. Mit derartigen Ausdrucken quit
tiert das Computer-Programm das Einlesen der Modelldaten, die im Bildkopf angegeben sind. 
Die Ausgabe des Plots wird verbunden mit einer Berechnung der Integrationsgrenzen (z11m 

für die unteren, ztop .fi.ir die obere), sowie der .t(eferenzhöhe zref , .au.f die sich die An
gaben der Reflexionsfaktor-Phasen beziehen. Die Wahl der Referenzhöhe wurde, entsprechend 
dem Vorgehen von Wa.it und Walters (1963) und von Harth (1970) so getroffen, daß dort die• 

"Leit.fähigkei'tsi'requenz" fcond • 2
1,r ...,

0 
•~ den Wert 40 kHz hat. Entsprechend wer~en zlim; 

· · und ztop durch fcond-Werte definiert, die ebenfalls der Bildtafel VII entnommen werden 
können: Der Ausdruck der "charakteristischen Höhen" für das Modell ist .(aus Platzgründen 
um 90° g~dreht) an der linken Seite der Bildtafel wiedergegeben. 

Zu erwarten ist, daß sich die verschiedenen Höhenabhängigkeiten der Modellprofile für 
Stoßfrequenz und Llektronendichte in verschiedenen Frequenzabhängigkeiten der Re.flexions
faktorkurven wiederspiegeln (siehe hierzu Frisius (1974))~ Der Erfassung dieser Frequenz
abhängigkeiten gelten die zur Zeit .laufenden Rechenarbeiten, deren Zeitbedarf auch durch 
einen so leistungsstarken Rechner wie am Großrechenzentrum .für die Wissenschaft in ·Berlin 
nicht von heute au.f morgen befriedigt werden kann. Im Rahmen dieser Arbeit können nur 
zwei Beispiele gegeben werden, die .für einen West-Ost-Ausbreitungsweg au.f der Nordhalbkugel 
für die Frequenzen 2, 4, 8 und 16 kHz berechnet wurden, siehe Bildtafeln VIII und IX. 
Hier wurden jeweils zwei Ionosphärenmodelle mit etwa gleicha- Referenzhöhe, jedoch stark 
unterschiedlichen Elektronendichte-Profilen zugrundegelegt. Derartige Rechnungen bilden 
die Grlmdlage für den Versuch, aus 16 kHz- Routineregistrierungen auf die Ausbreitungs
parameter von VLF-Atmospherics in Frequenzbereich unterhalb 10 kHz zu schließen. In Bild
tafel VIII finden wir zwei Tagmodelle, einmal das gleiche Exyonentialfunktions-Modell 
wie in Bildtafel VI (Index Exp), zum andern das in Tafel VII dargestellte Modell mit zwei 
Cha:pmanschichten (Index 2Ch). Bildtafel IX vereinigt Berechnungen für zwei Nachtmodelle: 
ein Exponentialmodell mit den Parametern zr~f „ 90 km und ß • 1/Href + 1/Hsy • 0.5 km-1 , 

und ein Chapmanschichtmodell mit höhenunabhängigem Re~ombinationskoeffizienten und den 
Parameterm Nm• 3000 cm-3 , zm • 105 km, H

8 
• 6,5 km• Die Bilder lassen eine Zunahm~ 

sowohl der Re!lexions- als auch der Konversionsfaktor-Beträge beim Übergang von Tag- zu 
Nachtausbreitungsbedingungen erkennen. Damit lassen sich u. a. die starken, nur während 
der Nacht zu beobachtenden Schwankungen des Peilwinkels und der Elliptizität de~ magne
tischen Vektors erklären (Frisius, Heydt und Raupach, 1971). Auf.fällig ist, daß die Chap
manschicht-Modelle durchweg zu größeren Konversionsfaktoren fiihren als die Exponential-

·modelle. Offensichtlich spielt hier eine Rolle, daß die Elektronendichte der Chapmanschicht
modelle nach niedrigen Höhen hin. weit schneller abnimmt a1s bei Exponentialmodellen mit 
vergleichbarer Referenzhöhe. Eine eingehendere Diskussion dieser Kurvenbilder innerha1b 
des oben angedeuteten Zusammenhanges muß einem gesonderten technischen Bericht vorbeha1-
ten bleiben. 
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Legenden rfu.- die Bildtafeln: 

I 

II 

III 

IV 

V 

VI 

VII 

VIII 

IX 

Computer-Ausdruck des Re.flexions.faktora eines anisotropen und eines isotropen 
Zwei-Schicht-~odella 

Orts- und Rich'tungsabhängigkeit des Reflexionsfaktors. einer homogenen, anisotro..; 
pen Modell-Ionosphäre. 

Einfluß der Elektronendichte und Stoßfrequenz auf den. Reflexionsfaktor einer. 
homogenen, anisotropen Modell-Ionosphäre, - Spalte 1: Magnetischer Pol, 
Spalte 2: ~ngnetischer Aequator, Ost-West-Ausbreitung, Spalte 3: Magnetischer 
Aequator, Nord-Süd-Ausbreitung, Spalte 4: Magnetischer Aequator, West-Ost-Ausbreitung 

Orts- und Richtungsabhängigkeit des Reflexionsfaktors eines anisotropen 
Zwei-Schicht-Modells 

Reflexionsfaktor eines Zweischichtmodells mit variabler Dicke der Z~i~c:.henschicht 
(<t'magn • 60°, ~ • 930, ßZ • O, 2, 4, •••, 16 km) 

Orts„ und Richtungsabhängigkeit des Reflexionsfaktors e:l.nes anisotropen Ionosphären
modells mit exponentiell anwachsender Elektronendichte 

Computer-Ausdruck eines Ionosphärenmodells aus zwei Chapman-Rekombinations-Schichten, 
links (UI:1 90° gedreht): Ausdruck der Referenzhöhe und der Integrationsgrenzen 

: Verslcich zwischen den Reflex_ ionsfaktoren für das Modell von Bildtafel VI (Index 
Exp) und Bildtafel VII (Index 2Ch) für vier Frequenzen und einen West-Ost-Ausbrei
tungsweg auf der Nordhalbkugel ( 't'magn • 54-o, ~ • 100°) 

Vergleich der Reflexionsfaktoren für ein Modell mit exponentiell anwachsender 
Elektronendichte (zref • 90 km, ß • 0.5 km-1) und für eine Chapman-Rekombinations-
schicht (Nm• 3000 cm-3, zm • 105 km, H

8 
a 6,5 km), Ausbreitungsweg wie in VIII. 
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Nomenklatur •=====•a:==-• 
Raum- und Zeit:koordmaten 
s Raumkoord:lnate, allgeme:ln 

Fläche 
Zeiit 

:x:,y,z kartesische Raumkoordmaten: z-Achse senkrecht zur Erdoberfläche, 
(z,x)-Ebene enthält Ausbreitungsrichtung 

Kugelkoordmaten: r • Abstand von Nullpunkt, 
Q = Neigungswinkel gegen Polachse ( = z-Achse) 

<fgeo' \eo Ge·ographische Breite und Länge 

lfmagn' ,.\mag.n. Geomagnetische Breite und Länge 

Komplexe Zahlen, Vektoren, Spalten und Zeilen 
Komplexe Zahlen werden entweder durch Unterstreichung oder durch hochgestellten Index c· kennt-
lich gemacht, sofern es vom Zusammenhang her erforderlich ist: · 

;c} are + j aim a lal exp(j '<fa) 

imagmäre Einheit 

Realteil, Im.ag:lnärteil 

Betrag, Phase 

Vektoren werden durch darübergesetzte Pfeile, Spalten durch Fett"druck", Zeilen durch 
hochgestellten Index T kenntlich gemacht: 
-+ r • 

F 

txX + !y:r + 1zt' 
t:ic1x + fyFy + fzFz 

f y' 1 z 

. (!~~ 

eile• Richtungscosmus 

Fhysikalische Konstanten 

c: • 300 km•kHZ 

~o • 10-9A sec/(36 tt V m) 

1u
0

• 4 lt 10-? V sec/(A m) 

X 0 • c ~ • 1 

Z0 • ../ ;u/-f:0 „ 120 'lt Q 

• Komponentendarstellung des Ortsvektors im (x,y,z)-System 

• Komponentendarstellung des Vektors i i:m (x,y,z)-System 

Einheitirvektoren des (x,y,z)-Systems 

-~~e} ➔ 
aus den Vektorkoordinaten des Vektors. F 

• Zeile 
➔ 

a Betrag des Vektors F 

Xomponentendarstellung emes beliebig gerichteten Einheits
vektors 11 i:m (x,y,z)-System 

• Cosinus des Winkels zwischen zwei Richtungen i und k, 
i:m allgemeineren Sinne: Element einer Transformationsmatrix 

• Spalte bzw. Zeile aus Richtungscosinus cik 

• inneres Produkt 

• äußeresProdukt 

• dyadisches Produkt 

J 

a Vakuum-Lichtgeschwmdigkeit 

.. Dielektrizitätskonstante des Vakuums(• 41
'Zr im cg~-System) 

Induktionskonstante des Vakuums(• 4
1:tl im cgs-System) 

• Maßsystemkonstante (a 4cTt im cgs-System) 

., Wellenwiderstand des Vakuums( .. 1 im cgs-System) 



N-2 

ggrav- • 9,8 m/sec2 
m ErdbeschleuniguDg 

hPL a 6 1 6-10~34watt.sec2 • Planck'sche Konstante 

a 1,3a.10-23 Wad;!ac. Boltzmw:m'sche Konstante 

9,1.10-31kg = Ruhmasse des Elektrons 

a -1 1 6°10-19Asec • Ladung des Elektrons 
Wattsec 

Rgas • 811 3? Mol•Grad • A1lgeme1ne Gaskonstante 

.Vektoren und Vektorfelder ... 
B 

n ... 
E 

it 

~ 

p~ 

~1uterr 

➔ 

Pf 
➔ 

P/u 

.Physikalische 
a) Allgemein 

~, tr • + 
0 

;u,;~ • ):o 
G'q 

"('rel 

magnetische Kraftflußdichte 

elektrische Verschiebungsdichte 

Elektrische Feldstärke 

magnetische Feldstärke 

Erdmagnetfeld 

elektrische Ladungs-Stromdichte 

Energie-Stromdichte 

elektrischer Elementar-Dipol 

fiktiver magnetischer Elementardipol im Erdinnern 
(= Quelle von Hterr) 

dielektrische Polarisationsdichte 

magnetische Polarisationsdichte 

Beschreibung des Ausbreitungsmediums 

Dielektrizitätskonstante bzw. relative Dielektrizitätskonstante 

Induktionskonstante .bzw. relative Induktionskonstante 

elektrische Leitfähigkeit 

Relaxationszeit 

b) speziell Ionosphäre 

.Ha 

Hav · 
J(ion) 

Wo0 

Nel 

:Nion 

Nmol 

Nm 
~t) 
~ 
§abe 

ficoll 

Tabs 

Skalenhöhe 

Skalenho'lle des stoßfrequenz-Profils 

Intensität der einfallenden, ionisierenden Strahlung oberhalb der Ionosphäre 

Dichte· freier Elektronen 

Dichte ionisierter Lu:ftmoleküle 

Dichte neutral.er Luftmolekille 

Elektronendichte 1n der Ho'lle (zm, s .·u.) des Ionisatioiisdichte-Ma:x:imums 

Zahl der pro Zeit- und Raumeinheit durch Ionisationsprozesse erzeugten 
freien Elektronen (Elektronen-Produktionsrate) 
Maxi.male Elektronen-Produktionsrate innerhalb einer Chapman-Schicht 

Absorptionsquerschnitt der Luftmoleküle gegenüber ionisierender Strahlung 

Kollisionsquerschnitt der neutralen Luftmoleküle gegenüber freien E·lektronen 

absolute Temperatur 

Höhe der maximalen Elektronenproduktionsrate in einer Chapmanschicht 



Rekombinationakoeffizient 

Anlagerungskoe!fizient 
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Neigungswinkel der ionisierenden Strahlung gegen Zenit 

Quadrat der Plasma!requenz <•. q:1Ne1/(4
0

me1)) .. 
Gyrofrequenzvektor (• 1u

0
qelHterz-"me1) 

Kenngrößen ebener, inhomogener Wellen 

:t, w • 2 tt f 

>., >-o 
Frequenz, Kreisfrequenz 

Wellenlänge, Vakuumwellenlänge 

Phasengeschwindigkeit . vph 

s-at Dämpfungskonstante (a Strecke, längs derer die Wellenamplitude um. den 
Faktor 1/e abn:!Jnmt) 

k •~•~Wellenzahl 
" v-l>li: 
2tt w k0 • ~ • c Vakuumwellenzahl 

n~ • nre. + j nim a komplexer Brechungsindex (bzw. komplexe Brechzahl) 

1.., - 1XS + 1ZC a 1+0 + j 1r - Wellennormalvektor, wobei s a sin(O♦) t C - cos(04), 
g~ o Neigungswinkel des Wellennormalvektors gegen z-Achse 

i „ 1x15.x + 1z~z • 1ph\T!. + j 1at 6:t • k0 nct+ • komplexer Wellenvektor, wobei 

k n,:. 
0 

\:ih • Einheitsvektor senkrecht zu Ebenen konstanter. Phase, 

1at = Einheitsvektor senkrecht zu Ebenen konstanter Amplitude 

„ komplexe Wellenzahl 

Freouenzabhängige Parameter für die Berechnung des komplexen Wellenvektors 

M • -

b) 

X 

➔ y 

y, 
y -
z 

u 

I+M - .. 

• komplexe (relative) Dielektrizitätskonstante(= (nc)2 im isotropen 
Medium) 

• Matrix des Suszeptibilitätstensors 

• Matrix des Tensors der relativen DK .(! • Einheitsmatrix) 

!'!Eeziell Ionos:12häre 

~ • ~ 
➔ 

- ~ w 

➔ 
• 14i•Y 

- ✓ i-J - ii 
\Je - (II 

- 1 - j z 

• normiertes Plasma!requenz-Qu.adrat. 

• normierter Gyrofrequenz-Vektor 

• Komponente des normierten_ Gyrofrequenzvektors parallei zu . 1+ · 
.. Komponente des normierten Gyrofrequenzvektors senkrecht zu t+ 

und parallel zur Bezugsebene · . 

• normierte Stoßfrequenz · • Reibungsparameter in der Bewegungsgleichung 
des Elektrons ' 

• Hilfsgröße (U ➔ 1, wenn 'J c ➔ 0) 



N-4 

Einheitsvektoren welleneigener Koordinatensysteme 

a) ieot::-op 

1n, 1.L, t.,. .. Welleneigenes Einheitsvektor-
System, definiert durch 1~ und 

1„ 
.:, 

„ Senkrechte zur Erdoberfläche 

„ Einheitsvektor 
senkrecht zur 
Ausbreitungsebene 

Einhei.tsvektor parallel 
zur Ausbreiturigsebene und 
senkrecht zu 14i-

b) anisotrop 

1., t-1, 1~ • Welleneigenes Einbeitsvektor
System, definiert durch 1~ und 

Einheitsvektor in Richtung des 
normierten Gyrofrequenzvektors 

1~. -;::=
1
=$=>-<=ty:::::=:- .. Einheitsvektor senk-

/,i _ (tA-.• fy)2 recht zur Bezugsebene 
,- aus 1.4 und 1y . 

Einheitsvektor para1lel zur 
Bezugsebene und senk
recht zu 14 

1~ • 1.cos(wt) + 1-tsin(wt) a Rechtsdrehender E.V. 

1-c,. 1.cos(wt).:. 1-tsin(wt) • Linksdrehender E.V. 

Darstellung im (x,y,z)-System: C • cos(Q~), S • sin(04), Qt • Winkel zwischen 14 und 1z 

1 n • 1XC - 1 ZS t., • 1Xc•X + 1ycay + tzc„z 

1-i • 1xc-tx + 1:y..C.,fy· + 1zc➔z 

1~ • txs + 1 zc 

Darstellung ebener' Wellen in welleneigenen Koordinatensystemen . 

Al.lgemeine Form der komplexen Ausbreitungsfunktion: ~r.(~,t) .. exp(j(wt - k
0
nc(1~•t)) 

a) isotrop b) anisotrop 

.. ~ 
E(r-,t) • (1nEn + 1J.E.L) '),r 
.. -+ 

Z
0
H(r,t) • (1„Z 0 Hn+ 1J.Z0 H.L) '°P~ . 

Wellen~en: 
tm ~ transversal magnetisch 

~ transversal elektrisch 

• J111.,:~~- - R 
• Brechungsindex, :rür beide· 

Wellentypen gleich 

E.L Z
0
H. 

• i':"na-w-...... . ~oaJ.. 

• Wellenpolarisation, 
· beliebige Werte sind mit 

Grundgleichungen verträglich 

Qherskteristische Amplituden: 
Z Htm • Z H.L•'lL o o. pr 

lcr,t) .. (f _E_ + 1-tE-4 + t+Et) '°Pr 
zjt(r,t) • (1.Z0H. + 1~Z0H~) ')>r 

Wellentypen: 
erd -;;:, ordentliche Welle 

~ außerordentliche Welle 

- ✓1 - :X: • :Brechungsindex, 

• Hilf"sgröße, • Lösu:cg von 

1"2- ~ ?()-ti. -o' 
u - X T 

ordentliche Welle: negative Wurzel 
außer:ordentliche Welle: positive Wurzel 

E'"" ZO'H• 1 • ~ - -~ - - '3Y+')O 
• Wellenpola:rri.sation in Ebenm senk

recht. zu 14 , Werte durch Y. und Y+ 
festgeleg1;. 

E4 E,kx; 
• ]r , speziell: P..,._x • ·~ 

~ ~ ~X . 

• E4i 
]r , speziell: 

• 

Qharakteristische .Amplituden: 

ZH „zH u.... E •E lL o erd o ~ord pr,ord' ex ~ex p~,ex 



Darstellung der Welle durch Eta: 

.. .. 1 
E(r,t) • (1n p: + 1i) Et& 

E 

+.. 1 ~~ 
Z0 H(r,t) • (-1n + 1i p::) 0 Ete 

E n 
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Darstellung der ordentlichen Welle durch Z
0
Horci: 

~ .. 1 
Eord.(:i?,t) • Ct. + 1~-tord + 1-t.P4'ord) T ZoRord 

ord .. .. 
ZaHoncl.(r,t) • (-1.P-to~d + 1-t) Z0Hord 

. . . i i 
Darstellung der · Ei.uee~ rdentlichen .WeUe, durch E

8
x: 

Ubergang von charakteristischen Amplituden zu horizontalen Vektorkoordinaten: 

.lllgemeine -Form: l'x • ~x• J?f' , P • C • pt wobei Px • y •Y , 

C • •X 

C • •7 ( r~ 

...L. rte., 
ne ord 

o:nd 

. r:d • (c-iY - c.,?4)0rd t 

r t;e • (-c · p-f - c„v>ord' 
ord -fY " 

und 

rtm C e:x.•nex 

, wobed. 

rte 
ex 

rte 
ex• 



i 

.. 
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· Darstellung von Wellenpaaren 

Erklärung des Wellenpaares durch 

!:z; • k0 p.cS • k0S
0 

• gemeinsame x-Koordinate der Wellenvektoren eines Wellenpaares 

S0 • sin(04,...), g,to • reeller Neigungsv,inkel des Wellennormalvektors der ein.fallenden ,v (• au!steigenden) Welle .unterhalb der lonosphäre gegen z-Achse' 

• Phase der Ausbreitungsfunktion in x-RichtUDg 

Dif~erentialgleichung des Wellenpaares: 

~ .F • -jk0 ~ • P 

a) isotrOI! b) anisotrop 

.F • ZweiEUI-Spalte aus den horizon- p • Vierer-Spalte. aus den horizontalen Vektorko-
-i: alen Vektorkoordinaten des ordinaten des aus einem ordentlichen und e·i-
tm- bzw. te--Wellenpaares nem außerordentlichen Wellenpaar zusammen- · f" \ für tm-Welle 

gesetzten Feldes 

t)- (::1 (~;J zo~ - - - l'! 

(zo~) (:;~) F,- für· te-Welle 
. -E,- 'Y 

~ . 2 X 2 - Kopplungsmatrix ~ - 4 X 4 - Kopplungsmatrix 

(X11 :) ( X13 X14) 

::1 (>X ~) X21 X23 X24 (~" - CKcx· X • o) - -
X:r.z: X -n 

(~31 :) (~33 ~34) " ityx 

Dars-tlellung· der Verhältnisse zwischen den horizontalen Vektorkoorc!inaten: 

a) isotro~ 

L 
lr • r_ • Horizontalkomponenten-

x Verhältnis 

z(z Ltm • • normierte Admittanz 

-E 
Lt •,,..::;... • normierte Impedanz 

8 , "'0;~ 

b) anisotrop 

L - a (L: L:) . Matrix der Horizontal-KomponenL~ L;: . ten-Verhältnisse, de.f'ihier1;. durch 

• L• ll' 
• X 
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Au!' Diagonalf'.o:cn tran.si'.ormierte Dif'.terentialgleichung- des Wellenpaarea: 
d . 
erz Ji'tr - -jkoS· ll'tr ' wobei .F • g. )'tr 

tt) isotrop 

Ftr • Zweien-Spalte aus . den charak
teristischenAmplituden der 
auf- und absteigenden Welle 
eines tm- bzw. te-Wellenpaares. 

b) anisotrop 

Ftr a Vierer-Spalte aus den charakteristischen 
Amplituden der auf- und absteigenden Wallen 
des ordentlichen und des außerordentli
chen Wellenpaares 

C • 

(
z0a!m) 

~ .· fiir· tm-Wellre 
ZoJitm · 

fiir te-Welle, 

• -
(Z0Hrrd) 

E 1' . 
ex 

• 2 X 2 - Diagonalmatrix mii;;den i • 4 X 4 - Diagonalmatrix mit den Eigen-
Eigenwerten der Ko:pplungsmatrix werten d€r. Kopplungsmatrix 

- Lösungen der Booker-Q;uartic (j - 1 ••• 

• 2 X 2 - Trans!ormationsmatrix C .. . 4X4- Transf'ormationsmatr:ix 

• (11 012

){°1' •1

4

~) ("' .;) c21 c22 c23 e24 •X - -
(C:31 ~2)(~3 C34) et c,l, 

•Y •Y-
e41 C42 C43 C44 

- PEj 
~ . 

c1j -<::r) ;J ' c2j • 
. Y 

e . 
et ·. -c• • S: .tür tm-Wellen 

X X 40 
r 
C 

bzw. • S:. filr te-Wellen 
/"'Jr 

c"" • c+ • 1 für beide: 
Y Y . Wcllent;ypen 

Darstellung de:aVerhältnisse zwischen den charakteristischen Amplituden 

a) isotrop 

• Re:1!1erlonskoef'fizient 
(bzw. Ref'lexionsf'aktor) 

E°" 1tcr 
, Rta • E-1' 

te 

b) anisotrop 

• Re.tlexionsmat:ztlx, 
de.t:inie:rt durch 

4) 

qj' 



Schrifttum 

Barber, N. F. and 
Crombie, D. D 

Born,M. 

Bremmer, H. 

Budden, K.G. 

Budden, K. G. 

Budden, K.G. 

Clenunow, P.C. 

Dahme, P. 

Davtes, K. 

Fleld, E, C. , and 
Tamarkln , P. 

Frl.Sius, J. 
Heydt, G. und 
Raupach, R. 

Frfslus, J, 

Frlslus, .J. 

Harth, W. 

1959 

1932 

1949 

1951 

1961 

1962 

1966 

1958 

1969 

1961 

1971 

.1973 · 

1974 

1970 

V.L.F. reflections from the lonosphere In the presence of a transverse Magnetic 
ßeld 

J. Atm. Terr. Phys, J!>, 37 - 45 

Optik - Ein Lehrbuch der Elektromagnetischen Lichttheorie 

~ringer - Verlag, Berlin - Heidelberg - New York 

·Terrestrlal Radio Waves 

Elsevler Publlshtng Company Amsterdam - New York 1949 

The reflection of very low frequency radio waves at the curface of a charply bounded 
lonosphere wlth superlmposed magnetic fleld 

Phil. Mag.~, 833 - 850 

Radio Waves In the Ionosphere 

Cambridge Unlversity Press, Cambridge 

The Wave Guide Mode Theory of Wave Propagatiol! 

Logos Press Ltd - Academic Press Inc. Ltd, London 

The Plane Wave Spectrum Representation of Electromagnetic Flelds 

International Series of Monographs in Electromagnetlc Waves, Vol. 12 

Pergamon Press, Oxford, London, Edinburgh, New York, Toronto, Sydney, Paris, 
Braunschweig 

Kreisdiagramme und ihre Gewinnung durch konforme Abbildung 

Radio und Fernsehen ! 49 - 52 

Ionospherlc Radio Waves 

Blalsdell Publishlng Company 
Waltham, Mass., Toronto, London, 1969 

VLF Ionospheric Reflcction Coefflclent-Derivlltlon from Impedance Concepts ands 
Values for Some Model Ionospheres 

J. Geophys. Res • .§§_ No. 9 , 2737 - 2750 

Messung des vollstJindigen eleh'iromngnetischen Feldes von Längstwellensendern 

Tcchn. Bericht Nr. 145 des Heinrich-Hertz-Instituts rur Schv.·lngungsforschung 
Berlin - Charlottenburg 

Vektorrechnung - kurz und bündig 

Vogel - Verlag, Würzburg, 

Bemerkungen zur aeronomtschen Interpretation v~n VLF-Regtstrterungen 

IOeinheubachcr Berichte .!1 

Die BerechnUJ\g der Atmospbericsparameter im unteren VLF-Berelch mit Hilfe 
des Wait-Formnlismus 

Dissertation Bonn 



Harth, W. 

Harth, W. 

Heydt, G., 
Frlslus, J. 
Volland , ll. und 

· Harth, W, 

Heydt, G. 

Hund, F. 

Kertz, W. 

Kertz, W. 

Lange Hesse , G. 

Metnke, H. und 
Gundlach, F. W. 

Nlcolet, M. 

Nlcolett, M; and 
Atktn, A.C. 

Pohl, R,W. 

Ratdlffe, J.A. 

Rawer, K. 

Ries, G. 

1972 

1972 

1967 

1974 

1957 

19b9 

1971 

1952 

1968 

1953 

1960 

1948 

1959 

1953 

1964 

- 2 -

Die Beschreibung von VLF- Atmospherics-P'arametern mit dem Watt- und-Walters -
Modell 

Z. Geopbys. ~ 

VLF-Atmospherics - lhre Messung und ihre Interpretation 

Zeltsc}lr. f. Geophysik~ 815 - 849 

Beobachtung entfernter Gewitterzentren mit dem Atmosphericsanalysator des 
Heinrich-Hertz-lnstl tuts 

IOelnheubacher Berichte g , 103 - 110 

Beobachtung der Gewitteraktivität Im Bereich geringer Entfernungen durch Verfahren 
der VLF - Radiometeorologie 

IOelnheubacher Berichte .!! 

Theoretische Physik, Bd. II, Theorie der Elektrizität und des Lichts 

Teubner - Verlagsgesellschaft, Stuttgart, ( 3. Aufl.) 

Einführung In die Geophysik, Bd. I 

B. I. HochschultaschenbUcher 275/275 a . 
Bibliographisches Institut, Mannheim 

Einführung in die Geophysik , Bd. II 

B. I. Hochschultaschenbilcher 635 
Bibliographisches Institut, Mannheim 

Vergleich der Doppelbrechung im Kristall und in der Ionosphäre 

Arch. Elek. tlbertr. !! , 149 

Taschenbuch der Hochfrequenzt.cchntk 

Springer - Verlag, Berlin/Heidelb~rg/New York 

The colllsion frequency of electrons in the lonospbere 
' . . . 
Journ. of Atmos. and Terrestrlal Pbys., ( Vol) ! , 200 - 211 

The Formation of the D-Region of the Ionospbere 

"' J. Geophys. Res. 65 No. 5, 1469 - 1483 

Elnfllhrung In die Optik 

Springer - Verlag Berlin - Göttingen - Heidelberg, ( 8. Aufiage ) 

The Magnetoionlc Theory and lts Appltcatlon to the Ionosphere 

Cambridge Unlverstty Press, Cambridge . 

The Ionosphere - Its S!.gniflcance for Geophysics and Radio Communicatlons 

Crosby Lockwood & Son Ltd, I.ondon 

Untersuchung von Polarisationsfehlern bei der Längstwellenpellung 

Dissertation Aachen 



,. 
' 

Sommerfeld; A, 

Stratmann, D. 

Stratton, J. A; 

Volland, H. 

Volland, H. 

Volland, H. 

Volland, H. 

Volland, H. 

Volland, H. 

Volland, H. 

Volland, H. 

Vo11Bl'ld, R. 

Watt, J.R. 

Watt, J.R. 

1947 

1970 

1941 

1961 

1962 

1962 

1963 

1963 

1964 

1964 

1964 

1968 

1962 

1968 

-3-

Partielle Differentialgleichungen der Physik 

Vorlesungc11 llber Theoretische Physik, Bd, VI 
Dietrich' sehe Verlagsbuchhandlung Wiesbaden,, ( 2, Aufl,) 

Berechnung des Wellenfeldes eines Längstwellensenders im Entfernungsbereich 
bis 1000 km zur kontinuierlichen Sondierung der tiefen Ionosphäre durch Feldstärke
messungen in geeigneten Entfernungen vom Sender 

Mitteilung aus dem Max-Planck-Institut für Aeronomie Nr, 41, 
Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New - York 

Electromagnetic Tl:ieory 

McGrnw..;Hlll Book Company, Inc, New York, London 

Lösungen der ionosphärischen Bilanzgleichungen im Falle einer Sonneneruption 

Techn. Bericht Nr. 49 des Heinrich-Hertz-Instituts filr Schwingungsforschung 
Berlin - Charlottenburg 

The propagation of plane elcctromagnetic waves In a hortzontally strattfled lonospbere 

J. Atm. Pbys. M,, 853 - 857 

Die streumatrix der Ionosphäre 

Arch. Elek. tlbertr. 16, 328 - 334 

Die Reflexion sehr langer elektromagnetischer Wellen am anisotropen Inhomogenen 
Ionosphären-Plasma 

Techn. Bericht Nr. 67 des Heinrich-Hertz-Instituts flir Schwingungsforschung 
Berlin - Charlottenburg · 

Ein Beitrag zur Lösung der Ionosphärischen Bilanzgleichungen 

Arch. Elek. tlbertr. !1., 479 - 483 

Diurnal Phase Variation of VLF Waves at Medium Distances 

Radio Science ~ No. 2 , 225 - 238 

Zur Theorie der Ausbreitung langer elektromagnetischer Wellen, Teil I und n 
Arch. Elek. Ubertr. _!& 95 - 104 und 181 - 188 

On the solar fiare effect of v. l. f. -waves in the lawer fonosphere 

J. A1m. Terr. Phys, 1&, 695 - 709 

Die Ausbreitung langer Wellen . 

F. Vieweg & Sohn, Braunschweig 

Electromagnetlc Wavea in Stratified Media 

International Serles . of Monographa on Electromagnetlc Waves, Vol, 3 
Pergamon .Press, Oxford, New York, Toronto, Braunschweig 

Electromagnctics and Plasmas 

Holt, Rlnebart and Wlnston, New York 



Watt, J.J.t and 
Perry, L.B. 

Watt, J. R., and 
Spiee, K. 

Watt, J,R., and 
,K.P. ~ies 

Watt, J~ R,, end 
Walters, L. C, 

Yabroff, I. W. 

1957 

1960 

1964 

1963 

1957 

- 4.-

Calculations of Ionospheric Refiection Coeff1cients at Very Low Radio Frequencies 

J, Geopbys. Res, ,!!! , No. 1, 43 - 56 

Inßuence of Eartb Curvature and tbe Terrestrial Magnetic Field on VLF Propagation 

J. Geophys, Res. 65 No. 8 , 2325 - 2331 

Characterlstics of tbe eartb - ionosphere wave guide for VLF radio waves 

Technical NQte, No. 300, N. B. S, Boulder, Colorado 

Reflectim of VLF Radio Waves from an IDhomogeneous Ionospbere 

Pt, I : J, Res, NBS.!!Q_No. 3 , 361 - 367 
Pt.II : J. Res. NBS.&1.,!!No. 5 , 519 - 523 
Pt.m: J. Res. NBS 67 DNo. 6 , 747 - 752 

Reflection at a charply - bounded Ionosphere 

Proc. mE .i2 750 - 753 




